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3 Podstawy elektrotechniki

Teoria obwodow elektrvezmych

Obwody prady sinusoidatneg0

Wartos¢ skuteczna

R R

i I
T+ o M
u U
i(t) — funkcja okresowa I = const.
T — okres funkcji E = RI’T

T T T
Eszizdt=RIi2dt RIszRJ‘izdt
0 0 0

I

1 T Wartos$¢ skuteczna
1= fJ‘izdt pradu okresowego
T 0

Wartos$¢ $rednia

i R 1t.
- 1+ I, =— j i(t)dt
u T0

T
(=1, sin(ot) = I =%j1m sin(ot)dt =0
0

Warto$¢ srednia potokresowa
/2

20 2 I 2 _ 2
I, =T {Im sm(mt)dt =TI m[ cos(mt)] =

0

Parametry przebiegu sinusoidalnego
Ji(t) =1 sin(ot+¢)

Wartos¢ chwilowa K
Amplituda pradu
(warto$¢ maksymalna)

(P — faza poczatkowa

() — pulsacja
4 T o=27f - czestotliwose
1
I f= ? T — okres
t
ot
P,
4
Wartos¢ skuteczna

Warto$¢ skuteczna pradu okresowego jest to warto$é

zastepczego pradu statego, ktory w ciggu czasu T wywota
taki sam skutek cieplny.

Dla pradu sinusoidalnego

1o > 1., 1-cos(2mt) I

L, =.|=||l,sin(ot)[dt = |=|I} ———2dt =—~

= s = [1 ey
Dla napigcia sinusoidalnego u(t) = U_ sin(wt)
Usk = %

V2

6
Warto$¢ Srednia
i R Moc chwilowa

- p(t) =u(t)-i(t)

Energia pobrana w ciaggu okresu
T T

W =u-idt = [pdt
0 0

Warto$¢ srednia energii za okres

W

T
1
= fJ.p dt Moc czynna pradu okresowego
T T

Moc czynna P jest warto$cia Srednia mocy chwilowej p(t)




Rezystor w obwodzie pradu sinusoidalnegd

R

= —
i(t) =1, sin(mt) U,
u(t)=R-i(t) = sin(wt)
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u(t)=U_, sin(ot)

Napiecie na rezystancji jest
w fazie z pradem.

a=RIL,

j \f

U=RI

- dla warto$ci skutecznych

Kondensator w obwodzie pradu sinusoidalnego

i(t)=1_ sin(wt)

B e

— 18)

m

u(t) = éj.idt [— cos(ot)]

u(t)=-U_cos(ot)=U sin((nt e

1
U,=—>I,=X.1, X —
oC ¢ ¢
U=X_.I -dlawartosci skutecznych
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Napigcie na pojemnosci
opodznia si¢ w fazie za
) pradem o kat 7/2 (90°).

reaktancja pojemnosciowa

Galaz RC w obwodzie pradu sinusoidalnego

it=1,

sin ot

Cewka w obwodzie pradu sinusoidalnego '

i~~~

u

i(t) =1, sin(mt) U

m

a =LY

m cos(oat)
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“0 w2 = 32 2n 572 3n TnR2
ot

Napiecie na indukcyjnosci

u(t) = U, cos(wt) = U, sin(wt + g) wyprzedza wfazie prad o

kat /2 (90°).

X —reaktancja indukcyjna

1
U =oLl =X.I
m m L m \/5
U= XLI - dla wartos$ci skutecznych

Galaz RL w obwodzie pradu sinusoidalnego
. Ur
. i(t) =1, sinot
R

T

u, =up +up

u, =Rl sinot+X; I cosot

=1, (R sinot + X cos (ot)

=1,yR? +X} sin(ot+¢)
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2n 572 3n Tn2 4n
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o= arctanﬁ
R

0<p<90°

u,=U, sin(mt +(p)

U, =1,/R*+X}

Galaz RLC w obwodzie pradu sinusoidalnego

. Ur
i <——

i(t)=1,, sinot

u, =up +uc

u, =Rl sinot-XcI cosot

= Im(R sin ot — X cos cot)

=1,4R?+X2 sin(mt+(p)

-X
(¢ = arctan ¢

IR TR

-90°<p<0
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u, = U, sin(ot +(p)
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Uy =R +X2

R
u, C

—

L TuL

u, =up +up +uc

u, =RI

Uc =1,yR*+(X; —Xc ) sin(ot+¢)

1 (¢ = arctan Xp -
NN L R
— / / -90°< <90
::C ! u, = U, sin(ot+¢)

—u, 05
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msinot+X; I cosot—XcI cosot



Sumowanie wielko$ci sinusoidalnych "

— .
. 13 ij(t)=Isinot  i,(t)=Isinot
2|

iy =1, +i,=Isinwt +1sin wt=2sin wt

=~ 0,707 ~0,707 ~1,414

1 2
Ly = N L = N

Ly + Loy =0,707+0,707 =1,414 =1L,

1
Ligk 7

T/ N -1/
< TN — Lge + g = Lig
T/
Sumowanie wielko$ci sinusoidalnych s
i
. is ij(t)=Isinot i,(t)=1sin(wt-60°)
1
—— i5(t) =3 sin(wt —30°)
1 1 NG
Ly =——=~0,707 Ly =——=~0,707 1I,, =~2~1225
Isk 2 2sk 2 3sk NG

Iy + g =0,707+0,707 =1,414

Sumowanie wielko$ci sinusoidalnych *
i
_ i ij(t) =1sinot i,(t) =1sin(wt—60°)
b |

iy =i, +iF Isinot +1sin (ot —60°) =
1sin ot +1sin (ot ) cos(—60°) + 1cos (wt )sin (—60°) =

3. 3
=sinot ———cos(wt) =
2 2

)2 + [—\/jj sin[mt +arctg— 3/2J = \/gsin(cot -30°)

3/2
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Liczby zespolone :

z=a+bi — posta¢ algebraiczna
a—czg$¢ rzeczywista b — czg$¢ urojona
i= \/——1 — jednostka urojona ( W elektrotechnice 1=j )
z= 7% — posta¢ wykladnicza

z —modut ( z=z| ) d — argument

zZ= Z(COS o+ j sin 6) — posta¢ trygonometryczna

Przeksztatcanie postaci

algebraiczna — wykladnicza wyktadnicza — algebraiczna

b
arctg— a>0
z=+a’+b> 5= a

a=2zcosd b=1zsind
b

arctg—tm a<0
a

e — L + Ioge # I
< 05 : i3
:Z_DZ’ ) /i s W ogolnym przypadku wartosci
¥ N\ Pl C
- vi skuteczne pradéw i napieé nie
" - \ spetniajg praw Kirchhoffa
Liczby zespolone L "
Wiasnodci jednostki urojonej — j* =-1 == iz =-j j=1"
1]

Podstawowe dziatania z, =a+jb=2ze" 2z, =c+jd=z,e"

Dodawanie
z,+2, =(a+jb)+(c+jd)=(a+c)+j(b+d)
Mnozeni
nozenie 2,2, = (a + jb)(c + jd)= (ac —bd) +j(bc 4 ad)
2,2, = Zlejﬁzzejy: lezej(sﬂ)
Dzielenie .
z, a+jb_a+jbc—jd (ac+bd)+j(bc—da)

z, c+jd c+jdc—jd ¢ +d?
_ac+bd .bc-da
c?+d? Jc2+d2

i .
Z_4% _ 4 i)
it
z, z,¢" 1z,

Metoda amplitud zespolonych "

Zespolony sygnal wykfadniczy — u(t) = Umej(‘”t+‘l’)

Im u
b Y
_____ o i U,
A\ |
Re ot ot
v

U, e/ = U cos(ot+y)+ jU,, sin(ot+y)  u(t)=Uysin(ot+y)

Im{ u(t)}=u(t)



Metoda amplitud zespolonych

. Ug
i <——

u’ oL TuL u, ()= U, )=

amplituda zespolona

uCE uR+uL+uC=uZ

u, (t) = U, sin (ot +y)

di 1 rownanie dla
Ri+L—+— I idt =u,«— sygnatow
dt C

sinusoidalnych

Podstawienie: U, (t) = gmejm[ i(t)= lmejmt

rownanie dla . di(t 1¢.
zespolonych sygna’téw—) Rl(t) + LL + _J.l(t)dt =4, (t)
wyktadniczych dt C

Metoda amplitud zespolonych

U = Um ejw ~ Fazor napiccia Fazor (dawniej wskaz, wektor)
—z \/5 — ang. phasor = phase vector

II:R +j(XL _Xc):l =U,

U ,
1= ——= =1e" _ Fazor pradu
R+j(X, -X¢)

I, =+/2Ie"
i(t) =V2Ie"e™ = \21e )

i(t) =Im{ i(t)} = v2Isin (ot +¢) =L, sin(ot + ¢)

Przykiad liczbowy »
N X R =)
U, U~ u&

Ug =RI=10(5-J5)
=50-j50="70,7¢7 "V

Uy =(iXy)1=j20(5-j5) .
=100+j100 =141,4¢*"V
| R Uc = (=iXc)I==jl0(5-35)
= =-50-j50 =70,7¢ ¥V
N I P e YO

L 7w o)y
A w0 =munBhin(er-135)V (U =100V
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Metoda amplitud zespolonych

_ d(I,e™ _ :
R, e + L(’i) L f I.edt=U, ™"
dt C

L _x e
c ]

\ S 1 . .
RI e +Ljol e +—1 ¢ =U, e
Cjo
Swnanie dl . . 1
RL + %L, - Xl =U, |

rownanie dla wartosci LS Rl + _]XLl _ _]Xcl =U

skutecznych zespolonych =z

Zespolone wartoéci skuteczne: [=1e’* U, = uU,e”

Przyklad liczbowy =
;R u, (1) = 141,4sin (400t +0) V
R R=10Q, L=50mH, C=250pF
u, L2lu
¢ T - u =184 100y
_| SN Y
—_— 1
Uc™ X, =400.0,05=20Q Xc=———=100Q
400-250-10°°
I- U, 100

R+j(X, ~Xc)  10+j(20-10)

‘QL =(5-5)A =5v2¢ 7 £ 7,077 A

i(t) = ’\/55’\/567j4506jw‘ — loej(u)t—45°) A

Uc
i(t)=10sin (0t -45°)A I, =52 ~7,07A
Reprezentacja graficzna 1 u
m
e 50
Uy =50-j50 =70,7¢*)y 4sb Re
)o-js() Uy
Im QL >
U, =100V
U, =141,4¢"V
90° . U =70,7¢1%%°V
V Re 1=7,07¢7" A
909 1
!C QR !R

[f
U,=U, +Ug +U,

U
Wykres fazorowy (wskazowy) =



Opornos¢ zespolona

.y,
R+j(X, —X,)
U . ) .
= =R+ J(XL — XC )= Z — impedancja zespolona
I H_J (oporno$¢ pozorna)
R rezystancja [Q] X reaktancja [Q]
(oporno$¢ czynna) (opornos¢ bierna)
1
— = X — admitancja zespolona
Z (przewodno$¢ pozorna)
Y=G+jB

G - konduktancja [@'=S] B - susceptancja [2'=S]
(przewodnos¢ czynna) (przewodnos¢ bierna)

Impedancija — schemat dla ®=const.

Z
A
-1

u

schemat szeregowy

Z=R+jX 1R X 1R X
- s
" - v N N J
Z dla X>0 Z dla X<0
schemat rownolegty U U
- -«
Y=2"=G+jB G | 8
I \ I ‘
L
J 1
B L B J
Y dla B<0 Y dla B>0

Prawo Ohma

1Zy +1Z, +1Z. =1,

(Zy +2, +Z.)1=1,
Z=Zp+Z +Z¢

Z1=1,

1

=71 Prawo Ohma
—= W postaci zespolonej

=
—_—
IN
=
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Impedancje 1 admitancje elementow

C
1R 1k I
_)_:'_ S Y
DaT— U
u - u
U U ) U 1
7, ===R 7. ===ioL=iX 7o =
ZR I ZL 1 ] JAL Zc I joC
B Z, =X =X Ze=— -l o ix
IRTER T T L £c=
Yr=2 RG =jXp=Xre c—JwC—J =-jXc
1 1 . j
X Lij(x)iL ZC*TIXC:XCe 2
1 1 )
XL:J.(DT:*JE—*JBL Y =Z¢ =joC=jBc
Y, =—jB, =Bje 2 Y. = jBc = Bee'?
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Impedancja — schemat dla @=const.

! I Y-z
R Y=G-jB
U =G B |U 71 _ 1 _ R-jX
- - R+jX (R + jX)(R - jX)
X _R-X R . X
RZ+x2 R2+X2 RI+X?
G= 2R ; B= 2X 2
I R +X R +X
22 2 2
R{) XOU RO:LZR +X Xo—i=R +X
G R B X

L+t =13+

. . . . . 1

I e+, el 4], /=], /] I -

=1m 2m =4m =3m =5m \/Ee_]mt
L+L+1=13+15

L+L -+, -15=0

ZIk:O

1

N
k=




Prawa Kirchhoffa w postaci zespolonej

UI—U2—U3+U4:0

4 u—u,-u3+u, =0

1

\/Eejo.\t

jot _ jot _ jot jot _
glme EZme g3me +g4me =0

Moc w obwodzie pradu sinusoidalnego

e

u

u(t)=U_, sin(o)t +o, )
i(t) =1, sin(ot +o,)
Moc chwilowa p(t) =u(t)-i(t)=U, I _sin(ot+q, )sin(ot+o,)

IT

1
Moc czynna P = —Ipdt ==U_I, COS((Pu - (Pi)
T30 2
1 U 1
M = U ==m m =UI
(\Du (P, f(p 2 m=m \/5 \/5
Kat przesunigcia
fazowego migdzy P =Ulcoso
napigciem i pradem

Moc w obwodzie pradu sinusoidalnego

e

u

u(t)=U_ sin(oot +o, )
i(t)=1,, sin(ot +o,)

Impedancja zastepcza

Zy L 4 N
- } =37,
k=1

Moc w obwodzie pradu sinusoidalnego

= y=
T A%

Moc pozorna zespolona

eJ% — UCJ(P“ 1=

T
V2

eJ‘P, — IeJ‘P

[ =le™

S U1
S=U cosq)+]sm(p ,
S - mOoC pozorna

S=P+jQ

- moc bierna

A u®=U,sin(ot+e,)
v i(t)y=1, sin(mt + (pi)
p=U,L,sin(ot+q¢, )sin(ot +¢;)
P =Ulcoso
y . 36
Trojkat mocy
< .
jQ
P
S=4P*+Q’
Q=Ssing Q=Ptgo
P=Scos¢

cosq — wspotczynnik mocy



Metoda potencjaldw weztowych ' Twierdzenie Thevenina

liniowy uktad aktywny

; o1
Z, =joL, Zye =Ry —j—
(0]

Zy =R, +joL, TQ_:LE Okreslanie parametrow Uy, Zy
L-L-L-1,=0 = dwajnik aktywny
PR f Y P Y —
z, Z O3 |ur
Vv e
L=1, I, = ==z schemat zastgpczy

Qz _Xl +¥2 _ Yl _Mz . yl _!2 =70 Z dwbjnik pasywny
Z Zee < Zn &1 —
£ £Rre 4
Z
LY, U, A &
N ZL lz _QZXL

1 + 1 + 1 XL +XRC +XRL

Dopasowanie mocowe Dopasowanie mocowe

! Z, =7=P, =P, ! U;
== = a P = z R
P” Zo o max P“ o o
z, = Z-R,4iX,  Z,=R,+iX, z, = ot RoP e 0
=0 =0 /
y, I= 0 = HZ U, & =U2(RZ+R0)2+m2_2RO(RZ+Ro)
Z,+Z, R,+R +j(X, +X,) R, z [ = ]2
(RZ+RO) +
0
2 2
2 RemRe g o R2-R2=0
(RZ+R0)4

[RR, ] T

Zo =R, 7.]'XZ :ZZ

u? R - U? R _u;
(RZ+RZ)2+<XZ_XZ)2 ‘ (2Rz)2 ‘ 4R,

P, =

41

Dopasowanie mocowe

l *
P, moc zrodla S, =U,1
ZZ :
z I T R
U =° Rz +RZ +J(Xz _Xz) 2Rz
-
Z,=R,+jX, 2R,
= — * 2
Zo=R. =%, S :%:&=zpozpz
% 2R, 2R,

P,
sprawno$¢ M= P—"IOO% =50%

z



