Metody numeryczne

Metody rozwigzywania problemow matematycznych za pomocg operacji na liczbach.
Otrzymywane tg drogg wyniki sg na ogot przyblizone,
jednak doktadnosc¢ obliczen moze by¢ z gory okreslona
| dobiera sie jg zaleznie od potrzeb.

Wykorzystywane sg wowczas,
gdy badany problem nie ma w ogole rozwigzania analitycznego (danego wzorami),
lub korzystanie z takich rozwigzan jest ucigzliwe ze wzgledu na ich ztozonosc.

PODRECZNIKI AKADEMICKIE |
iy Andrxej Szatkowski, Jacek Cichosz

| TELEKOMUNIKACJA

E METODY R

| g oW

| NUMERYCZNE ool
Podstawy teoretycine

‘numeryczne

| Z.FORTUNA
| B. MACUKOW
l J. WASOWSKI

Metody | |

'L I i CZQSC 1
] | e JANINA i MICHAE. JANKOWSCY




Skrypty:

Szatkowski A., Cichosz J.: Metody numeryczne,
Wydawnictwo Politechniki Gdanskiej, Gdansk 2010.

Salamon R. | Makowski M. S. : Matlab — podstawy
| zastosowania. Skrypt w wersji elektronicznej.
http://eti.pg.edu.pl/katedra-systemow-sonarowych/tois



Zagadnienia omawiane na wyktadzie
(czesC Metody nhumeryczne):

1. Btedy w obliczeniach.
2. Metody rozwigzywania uktadow rownan liniowych:
- metody dokiadne: metoda eliminacji
Gaussa, dekompozycji LU,
- metody iteracyjne: Jacobiego, Gaussa-
Seidla.

3. Wybrane metody przyblizonego wyznaczania
rozwigzan rownania nieliniowego: bisekcii,
siecznych, stycznych, iteracji prostej, regula falsi.

4. Aproksymacja funkcji: interpolacja, aproksymacija.



Btedy w obliczeniach




Biedy w obliczeniach

Btad bezwzgledny w obliczeniach definiuje sie jako réznice miedzy wartoscig
doktadng x a jej wartoscig przyblizong otrzymang jako wynik rozwigzania
pewnego zadania obliczeniowego.

d=x—X

W celu okreslenia doktadnosci obliczen okresla sie zwykle graniczny
(tzn. maksymalny) btgd bezwzgledny wyrazany w jednostkach wielkosci obliczanej

Oy = max |[x — X|

lub graniczny btad wzgledny wyrazany w postaci utamka lub procentu
wartosci obliczanej wielkosci




Biedy w obliczeniach

Rozpatruje sie trzy gtdwne przyczyny powstawania niedoktadnosci
w trakcie realizacji obliczen:

« bledy danych wejsciowych,
* btedy obciecia,
« btedy zaokraglen.

Btedy danych wejsciowych powodowane sg przez
skonnczong diugosc¢ stowa stosowanego w maszynie cyfrowej
(skonczong dyskretng reprezentacje liczb
stosowanych w obliczeniach komputerowych)
| zZwigzang z tym w konsekwencji niemozliwoscig przedstawienia
wartosci rzeczywistej w postaci doktadnego zapisu liczbowego
dla dalszych obliczen. Przez odpowiednig rozbudowe
algorytmu numerycznego mozna btad danych wejsciowych

uczynic dowolnie matym, ale odbywa sie to kosztem

zmniejszenia efektywnosci obliczen.



Biedy w obliczeniach

Btedy obciecia i zaokraglenia powstajg takze podczas operacji
arytmetycznych w czasie realizacji programul.
Przyczyng powstawania btedow obciecia
jest takze konieczne ograniczenie
nieskonczonego ciggu obliczen
(np. przy stosowaniu algorytmow iteracyjnych)

do skonczonej liczby dziatan.

Przypomnienie o przedrostkach:
,m” (mili) — 103
»M” (mikro) - 10

,»,N” (nano) - 10-°



Metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych

Metody rozwigzywania uktadow rownan liniowych

Poszukujemy rozwigzania uktadu rownan liniowych A-x = b, det A#0

=

Rozwigzaniem jest wektor x* .| X

I
]
:L"—'F-
I
=

Metody doktadne: X,
eliminacji Gaussa, dekompozycji LU

Otrzymujemy rozwigzanie po okreslonej liczbie dziatan arytmetycznych,
ktora zalezy od liczby rownan w uktadzie rownan -n

Metody iteracyjne (przyblizone):
Jacobiego, Gaussa-Seidla

Nie potrafimy okresli¢ ile kolejnych iteracji k nalezy wykonac¢, zeby oszacowac
wektor zblizony do wektora x*
y Xpony = T(Xy)  k=012,...



Metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych, metody doktadne

Metoda eliminacji Gaussa

A-x=b

A - jest dang macierzg n x n -wymiarowg o elementach bedgcych liczbami
rzeczywistymi
b - jest wektorem wyrazow wolnych
X - jest wektorem niewiadomych

alzli.xl+a1§2;.x2 +a1§3;x3++alﬁn;xn:b1§;
azl-xl+a22-)(,'2 +a23x3—|—+a2nxn:b2 & , (1)
anll) "Xyt anlz X9 _|_a’(113) " X3 +...+an1n X, = b’gl) )

Dwa etapy:

1. Etap eliminacji w przéd
2. Etap podstawiania wstecz



Metody rozwigzywania uktadoéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

Krok 1 etapu eliminacji w przdéd:

Zaktada sie, ze afll) 7+ 0. Pierwsze réwnanie uktadu réwnan (1) mnozymy kolejno przez
wspotczynnik:

[, = , dla i=23,---,n , (2)

X
agzz - X +a§23)-x3 +...+a§i)-xn =b§2)$ . 3

Wyeliminowano zmienng x1 ze wszystkich rownan oprécz pierwszego.



Metody rozwigzywania uktadoéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

Krok 2 etapu eliminacji w przdéd:

Zaktada sie, ze a@ 7+ 0. Drugie rownanie uktadu réwnan (3) mnozymy kolejno przez

wspotczynnik:

a;

ZiZ :ﬁ ) dla i:3,4,"',n N (4)

ay
| odejmujemy stronami od réwnania o numerze i tego uktadu rownan. Otrzymujemy ukfad rownan:
A% . = p®)

a1(11)x1 +af12)x2 +a1(13)x3 I a&)xn _ 1(1)
agzz)xz + a%)x3 —i—,,,+ag2n)xn — bgz)
a§33)x3 too+aby = 533) , (5)

a,g33)x3 +...F a,?,?xn = b,(?)

Wyeliminowano zmienng x1 ze wszystkich rownan oprécz pierwszego.

Wyeliminowano zmienng x2 ze wszystkich rownan oprdocz pierwszego i drugiego.



Metody rozwigzywania uktadoéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

Krok k etapu eliminacji w przéd:

Zaktada sie, ze a,(d]‘;) 7+ 0. Réwnanie o numerze k przeksztatlconego w poprzednim kroku ukfadu
rownan mnozymy kolejno przez wspotczynnik:
(k)
a’
L,==k  dla i=k+Lk+2,---,n , (6)
| odejmujemy stronami od réwnania o numerze i tego uktadu rownan. Otrzymujemy ukfad rownan:

AW) o = )

Po wykonaniu n-1 krokéw eliminacji w przdd otrzymujemy uktad rdwnan majgcy postac macierzy
trojkatnej gorne:

o sl e )yl )
e N |
ar(z’;lfz) "Xy = Ign)) , (7)

KONIEC ETAPU ELIMINACJI W PRZOD



Metody rozwigzywania uktadoéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

Etap podstawiania wstecz.
Krok 1.

Z ostatniego rownania uktadu rownan (7) wyznacza sie liczbe

X, = b,g”)/a,g") (8)

n

Krok 2.
%k
Otrzymang wartos¢ X, =X,

podstawiamy w przedostatnim wierszu za X, iwyznaczamy X, .

Krok n.
%k % LS
Po podstawieniu do pierwszego réwnania wyznaczonych poprzednio wartosci X, 5 X,_15 " "5 X5
%k
obliczamy warto$¢ X .
KONIEC ETAPU PODSTAWIANIA WSTECZ



Metody rozwigzywania uktadoéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

W rozwigzywanym rownaniu elementy macierzy A na gtdwnej przekatnej muszg byc¢ # 0.
Jezeli ten warunek nie jest spetniony, to nalezy pozamienia¢ wiersze miejscami.

Rozwigzanie uktadu sktadajgcego sie z n réwnan liniowych metodg eliminacji Gaussa
wymaga wykonania:

n , N
7_|_n —_
3 3

dziatan mnozenia i dzielenia

+ —n dziatan dodawania i odejmowania




Metody rozwigzywania uktadoéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

Przykiad:

2x; T1x, +1x3 =5
lx, +2x, +1x53 =6
Ix; +1x, +2x; =5



Metody rozwigzywania uktadoéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

Przyktad, eliminacja w przéd, krok 1:

2x; T1x, +1x3 =5
lx, +2x, +1x53 =6
Ix; +1x, +2x; =5



Metody rozwigzywania uktadoéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

Przyktad, eliminacja w przéd, krok 1:

(Flx, +1x, =5
1 T2x, ¥1x3 =6
Ix, +1x, +2x5 =5

30



Metody rozwigzywania uktadoéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

Przyktad, eliminacja w przéd, krok 1:

2x; +1x, +1x;3 =5
Ix; +2x, +1x; =6
lx; +1x, +2x5 =5



Metody rozwigzywania uktadoéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

Przyktad, eliminacja w przéd, krok 1:

Jx, +1x, +1xy =5
lx; +2x, +1x; =6
e, +1x, +2x, = 5

1
121:a21):l
(1)
dy | 2
31 ) (A
aj 2

32



Metody rozwigzywania uktadoéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

Przyktad, eliminacja w przéd, krok 1:

250 + 1D + 1D = 50
1x + 20 + () = 60
1x + 1x) + 25D = 50
Od réwnania o numerze 2 odejmujemy rownanie numer 1 wymnozone

1
. . ay{ _ 1
przez wspotczynnik 5, =—5=>
al{ 2

e 4257 1Y =6

nmn

2xf1) + lxg) + 2x§1) =50 /e %
T T T
0+ x ) +lx§2) _ 7
2 2 2

33



Metody rozwigzywania uktadoéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

Przyktad, eliminacja w przéd, krok 1:

2x1(1) + lxgl) + lx(l) =5
lxll) +2x§1) + lxgl) =6
Le + L) +2x{) =50

Od réwnania o numerze 3 odejmujemy rownanie numer 1 wymnozone
przez wspétczynnik ! 4]
31 ) A
) 2

Il + 150 + 25 =50

nmn

2x(V +1xfD + 16D =50 jo—

34



Metody rozwigzywania uktadoéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

Przyktad, eliminacja w przéd, krok 2:

250 4 1) + 1D = 50

(2)
o lio 7
2 2 2
1 .
Lo, 302
2 2 2
!
-8 ol 1
RN
2

35



Metody rozwigzywania uktadéw réownan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

Przyktad, eliminacja w przéd, krok 2:

2x) +1x ) + lxgl) =50

3 1 7
—xgz) +—x§2) = —
2 2 2 ”
1 3 50
—x§2) +—x§2) = —
2 2 2
Od réwnania o numerze 3 odejmujemy rownanie numer 2 wymnozone
2)
,' .k _ asyy _ l
przez wspotczynnik i, polE I 2.3 @ 5 2)
2 3
2 2 2
3 1 79
—x§2) +—x§2) =— [o—
2 2 2 3
A
8 3y _

36



Metody rozwigzywania uktadoéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

Przyktad, eliminacja w przod, uktad rownan po ostatnim kroku :

250 + 1) + 1) = 50

(2)
Syl 7
277 2 2
3
] 3y _ g3
6 6

37



Metody rozwigzywania uktadoéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda eliminacji Gaussa

Przyktad, podstawianie wstecz, krok 1.

g®
6

3
S ® =

6

podstawianie wstecz, krok 2:

3 1 7@
x§2> + xgz) = —

27 TN Ty | S,

podstawianie wstecz, krok 3:

2xi) +1x3) +1x{) =50 o) =

38



Metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych, metody doktadne

Metoda dekompozycji LU

A - X = b detA#0
A - jest dang macierzg nxn -wymiarowg o elementach bedacych liczbami rzeczywistymi

b - jest wektorem wyrazow wolnych
X - jest wektorem niewiadomych

Ax=Db [LU]x=Db A=LU
L — macierz trojkatna dolna, otrzymana z macierzy A,
U — macierz trojkagtna gorna, otrzymana z macierzy A.
Ly=Db (1) —— wyznaczamy y

Ux=y (2) —> Wyznaczamy X



Metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda dekompozycji LU

Macierz U
R R
3 3
0 1 ag3) agn)
U=0 0 1 a\! 3
0 0 0 1
Macierz L
A0 o 0
all a0 0
L=aY 42 48 .. o @)
al) o) o) - dfy ;



Metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda dekompozycji LU

Algorytm Crouta

Przykiad dlan =4

_ (5)

_ I21 |22 Uys Uy,
0= (6)

41



Metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda dekompozycji LU

Elementy macierzy Q, dla n =4, sg obliczane w kolejnosci zaznaczonej
W ponizszej tablicy

_1 5 6 7 ) Ill u12 u13 u14_
2 8 11 12 |21 |22 u23 u24
2= T a
3 9 13 15 |31 I32 |33 I34
_4 10 14 16_ | a1 || Y42 43 44

Numer oznacza kolejnos¢ obliczania elementéw.

Najpierw obliczamy elementy macierzy L (pierwsza kolumna),
potem elementy macierzy U (pierwszy wiersz, bez pierwszego elementu
macierzy U, ktory jest rowny 1),

potem elementy macierzy L (druga kolumna, bez pierwszego elementu,
ktory jest rowny 0),

potem elementy macierzy U (drugi wiersz, ale bez pierwszego i drugiego
elementu macierzy U, ktore sa odpowiednio réwne 0i 1),

42
potem elementy macierzy L, itd.



Metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda dekompozycji LU

Bioragc pod uwage zaleznos¢ (5), wykonujemy obliczenia
dla kolejnego elementu al.j

w postaci iloczynu i-tego wiersza macierzy L i j-tej kolumny macierzy U

ay =11 i =ay,
ay =11 by =ay, Ly U, U Uy
asy Zl3l°1 131 = a5y, 0= |21 |22 Uys Uy,
l,, |1 | u
— . — 31 32 33 34
Ay =1, -1 [, =ay, | | |
| "41 42 43 44
a
_ . _ 12
ay, =1y, U, = ;7
11
_J _ 3 - . - -
a13 — "1 'M13 u13 - |11 0 0 0 1 jUp, | |Uyg || Uy 811 | App| [Qy3 | [Bug
lll Iy 1, 0 0 01 1 |uy [[Uz _ 81 8y 8y 8y
a, lyy Tz Iz O |0 10|12 |luy 83 83 83 8y
a14 — le 'u14 u14 — T ) [l L lie 1] [0 0 0 1 841 84 845 8y
11



Metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda dekompozycji LU

Ay, =1y - uy, +1,, L, =a,, =1, -u,,,
a32=l31-u12+l32 132:‘132_131'“12’
Ay =1y -u, +1,, [y =au, =1, u,,

ayy — 1y Uy

Ay =1y ups+ 1)y, Uy; = ] ’
22

—] oy 4l .y y _ gy ruyy

Aoy =lyyUpy Thyy Uyy 24 = ] ,
22

44



Metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda dekompozycji LU

Ay =Ly vy + 1, -y + 1o, Ly=ay;— 1 uy,— L, uy,,
Auy =Lyt 1, uyy +1,, [s=a,; =1y uy—1,, u,,
Aoy — LUy, — 1 U
_ sy Ty Uy Tyt Uy
Ay =l uy + 1y, + 15 uy, Usy =

133 |

Ay =Ly g+ 1yt + 15Uz +1,,

Lg=Quy— Lyt =Lyt — 151y, Zakonczenie — wyznaczenie X

Ly=Db
Ux=y 45



Metody rozwigzywania uktadéw rownan liniowych, metody doktadne, metoda dekompozyciji LU

Przyktad
2% +1X +1%; =5 Ax=b A=L-U L-U-x=b
IX, +2X, +1x; =6 L.y=b U-x=y

X, +1X, + 2%, =5

_|11 0 O] 1 u, Ug,| l,, U, Ug;
L=|l,, I, O U=10 1 uy Q=1 I, uy
I, 1, L, 0 0 1] _|31 I, |

I11 =a; =

|21 =a,, =

3|7 9 l;, =a;, =
46




Metody rozwigzywania uktadéw rownan liniowych, metody doktadne, metoda dekompozyciji LU

1,1)_12 _3+1_8
2 6) 6 6 6

1 11
|5 :a33_|31'u13_|32’u23:2_1’5_5‘522_(

47



Metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda dekompozycji LU

11 , 1 1
2 0 O 2 2 % %
3 1 _

L=|1 2 0 U=0 1 - RSl 5 3
Jie oo 1
| 2 6] i | ) )

L-y=Db 2°3§:5 5

1Y1+§ y2:6 yl:E
1 8
1y, + 'y2+E'Y3:5
3 3 5 7

1 —+E y2_6 E'yZIG_E —> y2 :g

5, 17.8 o 8 @(E ijﬁ oy -

2 23 6 °° 6 °° 6 \ 6 6) 6 ° 48



Metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych, metody doktadne, metoda dekompozycji LU

1 1 S|
1-X, + -x2+5-x3:—
U-x =y 1 1 7
X2+§ Xs—g X =1
1-x, =1

=
X
|
_I_
|
N
_I_
|
=
I
|
X
=
I
|
|
=
I
|
I
=
X
|
I
=
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