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Aproksymacja funkcji
Aproksymacja oznacza przyblizanie.

W matematyce aproksymacja oznacza zastgpienie funkcji aproksymowanej
funkcjq aproksymujaca z reguty funkcjg o prostszej postaci.

Funkcja aproksymujgca powinna by¢ okreslona na tym samym zbiorze
argumentow, co funkcja aproksymowana.

Wykonanie aproksymacji wymaga:
- okreslenia funkcji aproksymowanej y = f(x) — czesto funkcja dyskretna,
- okreslenia zbioru funkcji, z ktorych wybieramy funkcje aproksymujaca y = F(x),

- minimalnego btedu aproksymacii.



Aproksymacja funkcji

Przyktad aproksymacji

Funkcja aproksymujgca y =0,4643x - 4,246
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Aproksymacja polega na ,dopasowaniu” funkcji aproksymujgcej do funkcji
aproksymowanej, tak aby btad przyblizenia byt minimalny.

Funkcja aproksymujaca moze, ale nie musi przechodzi¢ przez punkty
y, = f(x), i=1, 2, ..., n, czyli przez funkcje aproksymowang.



Aproksymacja funkciji, interpolacja funkcji

Interpolacja

Interpolacja jest szczegolnym przypadkiem aproksymaciji.
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Aproksymacja funkciji, interpolacja funkcji

YA mtg#*p%‘?ﬁjaca v Dane sg to wartosci funkcji f (x)
y= X l . .
| (XpY,) # zapisane jako
T X> yi — f(Xl) |:O1 11 21---1n
) Funkcja
interpolowana y=f(x)
@ - punkt weztowy

Nalezy znalez¢ funkcje g (x) okreslonej klasy, ktora przyjmuje w weztach
interpolacji te same wartosci co funkcja interpolowana

yi — f(Xi) | IO, 1, 2,...,n

czyli
g(x;)=y; i=0,1,2,...n

Interpolacja: odcinkami, wielomianami potegowymi Lagrange’a,
wielomianami Newtona, réoznicami skonczonymi, funkcjami sklejanymi.
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Aproksymacja funkcji, interpolacja funkcji, interpolacja wielomianami Lagrange’a

Interpolacja wielomianami Lagrange’a

Nalezy znalez¢ dla danej funkcji f (-) taki wielomian potegowy stopnia nie wyzszego
niz n oznaczanego przez L (-),

ktérego wartosci w n + 1 zadanych punktach X;,}; 1=0,1,....n

sg rowne odpowiednim wartosciom funkcji, co oznacza, ze

L (x)=f(x) da i=01..n

wezty interpolacii

v

Punkty Xl,yl i: O, 1, ...,n



Aproksymacja funkcji, interpolacja funkcji, interpolacja wielomianami Lagrange’a

Wielomiany Lagrange’a

L,(x)= S(3L" (x))
=0

L-(n)(X)z (X_XO)(X_Xl)""(X_Xi—l)(X_Xi+1)"'(X_Xn)
| (Xi _XO)(Xi _Xl)"'(xi R (Xi _Xi+1)"'(xi _Xn)

Dlan=2 i=0,1, 2 mamy

L@ (x) = (X=X )(X=X,;)
’ (Xo - Xl)(XO o Xz)

L@ (x) = (X=X )(X=X;)
1 (Xl o XO)(Xl _ Xz)

L@ (x) = (X=X )(X—X,)
2 (Xz o Xo)(xz o Xl) °




Aproksymacja funkcji, interpolacja funkcji, interpolacja wielomianami Lagrange’a

Przykiad:
| 0 1 2
Dane: X; 0 1 2
Y, -1 0 3

2
2 2 2 2
L,(x)= Z(yl-Ll-( )(x)) ZyoLo( )(X)+y1L1( )(X)+ysz( )(x)
i=0

L2 (x) = (X=X)(X=%X,) _ (X=D(x-2) _x*-2x—x+2 _x*—3x+2

(% —X)(X —%,)  (0-1)(0-2) 2 2
L (2)(X) _ (X=X)(X=X;) _ (x=0)(x—2) _ X% —2X
1 (Xl - XO)(Xl - Xz) (1_ O)(l_ 2) -1
L@ (x) = (X=X)(X=X)  (x=0)(x-1) x*-x

(X, = %)X, —%) (2-0)2-1) 2



Aproksymacja funkcji, interpolacja funkcji, interpolacja wielomianami Lagrange’a

[ 0 1 2
X. 0 1 2
Y. -1 0 3

2
Ly(x)= 2L (x) = yoLo' P () + 3, LD (x) + 3,1, (%)

i=0
2 _ao L 2 2
:(_l)x 3x 2+Ox 2x+3x x=x2—1
2 1 2

Sprawdzenie:

=0 Yo=-1 Xx=1vy=0  Xx=2Y,=3
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Aproksymacja funkcji, metoda najmniejszych kwadratéw

Aproksymacja funkcji na podzbiorze dyskretnym
metoda najmniejszych kwadratow

Zaktadamy, ze znane sg wartosci

y, = f(x), i=012,...,n

funkcji f () dla dyskretnych wartosci argumentu rownych

X, =a<X <X, <...<X, =D
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Aproksymacja funkcji, metoda najmniejszych kwadratéw

Bedziemy poszukiwac funkcji aproksymujgcej

y = d(x)
w postaci wielomianu potegowego:
D(x)=C, - 95 (X)+C, - 9, (X)+...+Cpp -0, (X)

gdzie: @ ()’ ?, (), e Py ()

sg pewnymi funkcjami okreslonymi na danym przedziale [a, b],
sg to funkcje bazowe (znane — jest to cigg wielomianow):

XO :1’ X, XZ’...’ Xk’...

C0 : C1 ooy Cm sg wspotczynnikami bedgcymi liczbami rzeczywistymi
(niewiadome).
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Aproksymacja funkcji, metoda najmniejszych kwadratéw
S — macierz wspotczynnikow,
SC — C — macierz niewiadomych,
t — macierz wyrazéw wolnych.

Uktad réwnan, mozemy zapisac:

Sg:Cyt+8, :C,+8,:¢,+...+§8 -c =1,
$;°Cy TS, C,+8;:C,+...+8 _.,-C =1
Sy Cyt+8;:C,+8,:C, +...+58, ,C =1, .
Sy Cot S CtS,nC+o.ts,, ¢, =1
adze o = ¥x/, dla j=0,1,2,..2
S, = &X;, a J=UL2,....2m
i=0

m — stopien wielomianu potegowego

= 2 flo), k=012..m
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Aproksymacja funkcji, metoda najmniejszych kwadratéw



Aproksymacja funkcji, metoda najmniejszych kwadratéw

Przyktad 1:

Xi 1 2 3 4 5 6 7
yi 0,8299 | 1,8839 | 1,7564 | 4,4367 | 5,2125 | 5,8896 | 7,0097

m = 1 — funkcja liniowa

D(x)=cy+cyx

SoCo TS1C1 = L

B —— > CO,Cl
§1Co T 8,61 =1
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Aproksymacja funkcji, metoda najmniejszych kwadratéw

yi 0,8299 | 1,8839 | 1,7564 | 4,4367 | 5,2125 | 5,8896 | 7,0097

5= 2x," =1°422+3%+404+5%46% +7° =7
i=0

s = St =112 431 +41 45 46 +7! =28
i=0

5, = Sx;2 =12+22+32+42 +52 +62 +72 =140
i=0

ty = 2x, "y, =1°-0,8299+2°-1,8839+...+7°-7,0097= 27,019
i=0

f = Yx'y =11-0,8299+2'1,8839+.. +7'7,0097=138,0

=0 16



Aproksymacja funkcji, metoda najmniejszych kwadratéw

SoCo T81C1 = I

$1Co T S,C1 =1

Tco +28c; =27,019
28cy +140¢; = 138,08
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Aproksymacja funkcji, metoda najmniejszych kwadratéw

Z uktadu réwnan obliczamy:

co= 0,4264 i ¢, =10716
Funkcja aproksymujgca:

D(x) = -0,4264+1,0716x
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Aproksymacja funkcji, metoda najmniejszych kwadratéw

Przyktad 2: i 0

><
o
— |-
(NS

—
o
(&S

i

m = 2 — funkcja kwadratowa

Se=2.X =0°+1°+2°=3 5 =>x =0'+1'+2"'=3
i=0

i=0
S, =Y X =0"+12+22=5 5, = x"=0+1+2°=9
i=0 i=0
s, =Y X' =0"+1*+2% =17
i=0
t,=> x -y, =0°(-D)+1°(0)+2°®) =2 t, = x'-y, =0 (-1)+1'(0)+2'(3) =6
i=0 i=0
t. = : 2 N2 2 2 .
o= X2y, =0%(=1)+12(0) + 22(3) =12 Lo



Aproksymacja funkcji, metoda najmniejszych kwadratéw

D(X) =C, +C,X+C,X°
S,C, +S,C, +5,C, =1,
s,C, +5,C, +5,C, =1, = C,,C,,C,
S,C, +S4C, +5,C, =1,

3¢, +3C, +9C, =2 wynik
3C, +9C, +9C, =6
5C, +9c, +1/¢c, =12

c,=-1 ¢, =0, ¢c,=1

®(X) =C, +C,X+C,X° =—1+0x+1x* = x* -1
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