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Kacik matematyczny
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28 A | No i c6z, czasami moja ,,dusza matematyczna” buntuje si¢. Do ponownego zajgcia sig
D+7.8 , problemami matematycznymi sprowokowal mnie artykut Ireny Ciesliniskiej
— | . z oz P . £

= pt. ,,Nieskoriczonos¢ od poczgtku do korica”. Zostal on zamieszczony w ,,Przekroju

(nr 43/44) z ubieglego roku. Z uwagi na to, ze to tygodnik dla szerokiego grona czytelni-
koéw (nie zawsze chetnych matematyce), oczekiwatam artykutu promujgcego matematyke.

A Niestety, po przeczytaniu go pozostaly mi jedynie mieszane uczucia. Po pierwsze, sam

temat jest bardzo trudny i nietatwo jest wyjasni¢ zwyktemu czytelnikowi potrzebg zajmo-

wania si¢ nieskoriczonoscig. Po drugie, podanie kilku przykiadéw tak naprawde oderwa-
nych od otaczajgcej nas rzeczywistosci oraz stwierdzenie, ze dwoch geniuszy matematycz-
nych (G. Cantor i K. Godel), zajmujgc si¢ nieskoriczonoscig, stracifo najpierw rozum, a
potem Zycie — w Zaden sposob nie zachgca do matematyki.

No i co z ta nieskoficzono$cig?

,,Dwie rzeczy sg nieskoriczone — wszechswiat i glupota ludzka.
Co do pierwszej istniejg jeszcze watpliwosci.”

A. Einstein
,,Czymze jest cztowiek w przyrodzie? Niczym
W poréwnaniu z nieskorficzonoscig, wszystkim
W poréwnaniu z niczym, czyms posrednim
migdzy niczym a wszystkim”.
B. Pascal

Nauczajqc dos¢ dlugo matematyki, musz¢ stwierdzic, ze i ja
réwniez wiele pojgé matematycznych przyjmuj¢ za oczywi-
ste. Brak czasu, a moze i pytan od studentéw powoduje, ze podaje
si¢ je bez szerszej motywacji. Tak tez jest z nieskoriczonoscia.

Jak juz wspomniatam, dopiero wymieniony artykut kazal mi
si¢ zastanowié, co ja wiem o nieskoriczonosci. Dlatego tez posta-
nowitam wyszukad i przedstawi¢ pewng ilo$¢ informacji czy re-
fleksji o nieskoriczonosci w matematyce.

Jesli si¢ chwilg zastanowic, to wlasnie matematyka (z pewnego
punktu widzenia) jest naukg o nieskoriczonosci.

Oczywiscie w zyciu codziennym, dokonujac tylko prostych ope-
racji arytmetycznych, mamy do czynienia z matematyka skoriczona.
Rozszerzajac jednak swa wiedz¢ matematyczng, trudno jest uniknaé
nieskonczonosci. Tak naprawdg, to jest obfitos$¢ nieskoriczonosci.

WezZmy na przykltad najprostszy ze wszystkich obiektéw nie-
skoniczonych — system liczb naturalnych 1, 2, 3,4, 5.... . Trzy krop-
ki oznaczajg, ze lista biegnie dalej i nigdy si¢ nie zatrzyma. Ma
ona tez t¢ wlasnos¢, ze jezeli pewna liczba jest w jej zbiorze, to
jest takze jest nastgpnik. Nie moze by¢ w nim liczby najwigkszej,
bo zawsze mozemy dodaé 1 i otrzymac liczb¢ wiekszg niz dana.

Stad liczb naturalnych jest wiecej niz milion, miliard czy bi-
lion. Jest ich, jak to si¢ m6éwi, nieskoriczenie wiele.

Szukajac dalszych informacji, w matym stowniku matematycz-
nym pod hastem nieskoficzono$¢ mozemy przeczytac, co nastepu-
je: nieskoriczono$¢ — pojecie uzywane w réznych dziatach mate-
matyki. Oznaczone jest symbolem o (pozioma ésemka). Rozréz-
niamy dwa rodzaje nieskoriczonosci: ,,potencjalng” i ,,aktualng”.

Z pojeciem nieskoniczonosci potencjalnej spotykamy sie, uczac
sig granic, np. piszgc [im f () =% Rozumiemy tu, ze wzrost funkcji
f(x) dla x zmierzajacego do X, jest nieograniczony.
Przyktadem tego jest funkcjaf (x) =—;, gdy wartosci x sg coraz bli-
zej zera (np. dla x = 107 czy x = 107'%° mamy wartosci
F(1019) =10%, f(10'%) = 10*itp.).
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Moéwiac wiec, ze funkcja jest ,,nieskoficzenie wielka”, mamy
na mysli wiasnie nieskoriczonos¢ potencjalng.

W innym sensie nalezy rozumie¢ stowo nieskoriczonos¢ w zda-
niach: ,liczb naturalnych jest nieskoficzenie wiele”, ,kazdy odci-
nek zawiera nieskoficzenie wiele punktéw”, ,,réwnanie trygono-
metryczne sinx = 0 ma nieskoriczenie wiele rozwigzan” itp. Jest to
tzw. ,,nieskonczonos¢ aktualna.”

Fascynujace jest to, jak pojecie nieskoriczonosci czy to poten-
cjalnej, czy aktualnej pojawito si¢ w historii matematyki.

Nieskoriczonos¢ kryta w sobie moc, ktéra starozytnych Grekow
zaskakiwala i przerazala. Fakt ten potwierdzajg r6zne paradoksy, a
mig¢dzy innymi znany paradoks Zenona z Elei (V w.p.n.e). Dowo-
dzi on, ze szybki Achilles nigdy nie dogoni wlokgcego si¢ z6twia.
Nie mozna bowiem wykona¢ nieskoriczonej liczby dziatari w skon-
czonym czasie. Na przyktad zanim przejdzie si¢ okreslong odle-
gtos¢ — przyjmijmy 2 m, trzeba przejs$¢ najpierw jej polowe 1 m,
nastgpnie polowe pozostatej potowy — 1/2 m, potem potowe pozo-
statej potowy — 1/4 m i tak dalej. Poniewaz ciag tych ,,poléwek”
jest nieskoriczony, nie mozna wigc dotrze¢ do celu.

Dlatego tez, jezeli w chwili poczatkowej z6lw znajduje si¢ w
odlegtosci 1 m od Achillesa i majg pokona¢ odlegtos¢ 2 m, to gdy
Achilles biegnie 2 razy szybciej niz z6tw (powiedzmy Achilles po-
konuje 1 m w ciggu 1 sek., a z6tw 1 m/sek.), to nigdy go nie dogoni.
Z6tw ciagle bedzie o potowe pozostalej drogi przed Achillesem.
Achilles wigc musialby goni¢ z6twia przez wiecznos¢. Stad, wedtug
Zenona z Elei, nic we wszechs§wiecie nie moze si¢ poruszac.

Obecnie problem Achillesa i zZ6twia nie jest trudny do wyja-
$nienia. Ktopoty znikaja, gdy rozwazymy granicg wyscigu (a wigc
granice odpowiedniego ciggu liczbowego — ciagu sum czgscio-
wych).

W kazdym kroku przeciez Achilles zblizat si¢, a nie oddalat od
granicy (czyli mety 2 m). Mozemy wigc powiedzie¢: prosz¢ mi
podac jakas dowolnie matg odlegtos¢, a ja podam, w ktérym mo-
mencie Achilles i z6tw znajda si¢ w punktach odlegtych od grani-
cy mniej niz podana odleglos¢. Zat6zmy, ze chodzi o odleglos¢
10 m, czyli milimetr. Wéwczas mozna wykazac, ze po 11 kro-
kach Achilles znajduje si¢ w odlegtosci 0,000977 m od granicy
2 m, podczas gdy z6tw w tym momencie bedzie w odleglosci
2 razy mniejszej od granicy. Bez wzgledu na to, jak malg odle-
glos¢ ktos poda, zawsze mozna obliczy¢, w ktérym momencie
Achilles znajdzie si¢ w punkcie mniejszym niz ta odlegtos¢. Ozna-
cza to, ze Achilles moze si¢ zblizy¢ w miare postgpu wyscigu na



dowolnie matg odlegtos¢ od punktu oddalonego o 2 m od linii star-
tu, a tym samym odlegtos$¢ 2 m jest jego granicg.

Tak wigc, zamiast rozwaza¢ wyscig jako ciag nieskoriczonej
liczby odcinkéw, rozwazmy go jako granicg ciggu skoficzonych
wyscigéw pomocniczych, tj.
1,1+ £,1+ l.,. £,1+ £+ £+ 1

2 2 4 2 4 8

I tak zostata otrzymanaréwnosé¢ , 1 1 1 1

I+ +-+-+ =+, =2
8 16

lub w notacji bardziej fantazyjnej Z 2"=2,

n=0

No c6z, z lewej strony mamy nieskoriczonosé, a z prawej skofi-
czonos¢. Jest to, jak widaé, Zrédlo sity i paradoksu.

Pojecie granicy ciagu liczbowego, czy tez szeregu geometrycz-
nego wystepuje obecnie we wszystkich programach matematyki
na studiach technicznych.

Sumowanie jednak nieskoriczenie wielu sktadnikéw moze dac
skoriczony wynik pod warunkiem, ze bgda one dazyty do zera. Krét-
ko méwiac, problem nieskoriczonosci, zera i granicy sg ze sobg
nierozerwalne. W historii matematyki spotka¢ mozna poglad, ze
starozytni Grecy stworzyli matematyke scislg i abstrakcyjna, ale
bez nieskoriczonosci.

Poglad ten powinien chyba ulec rewizji w §wietle niezwyklej
ksiazki wydanej w 2007 roku pt. ,,Kodeks Archimedesa” — tajem-
nice najstynniejszego palimpsestu swiata (palimpsest — starozytny
lub sredniowieczny r¢kopis pisany na pergaminie, z ktérego wy-
tarto tekst pierwotny). Dwaj autorzy tej ksiazki, Reviel Netz i Wil-
liam Noel, opisuja, jak to dzigki ultranowoczesnym metodom
optycznym odczytano najstynniejszy kodeks naukowy.

Archimedes w swoim traktacie ,,O metodzie” (IIl w.p.n.e) obli-
czyt migdzy innymi pole powierzchni ograniczonej odcinkiem para-
boli. Z tej figury krzywoliniowej ,,wyjmowal” tréjkaty, zostawiajac
na poczatku obszar wigkszy niz ziarnko piasku, a nastgpnie mniej-
szy niz ziarnko piasku i tak dalej, i tak dalej. Rdznica ta staje si¢
mniejsza niz dowolnie mata wielkos¢. Rozwigzanie to wykracza poza
granic¢ geometrii. Jest oparte na potaczeniu dowodu nie wprost i
potencjalnej nieskoniczonosci. Jesli si¢ chwile zastanowié, pojawia
si¢ tu ,,duch” catki oznaczonej w liczeniu pél figur ptaskich.

Ponadto w pracach Archimedesa mozna znale7¢ takze nieskori-
czonos¢ aktualng. Por6wnywal on bowiem zbiory nieskoriczone.
Mozna przypuszczaé, ze poréwnujac je, doszedt do wniosku, iz
jedynym mozliwym dowodem ich réwnosci jest istnienie wzajem-
nie jednoznacznej odpowiedniosci migdzy nimi.

No c6z, przeciez ta wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢
stala si¢ podstawowym narzgdziem teorii zbioréw, stworzonej w
drugiej potowie XIX wieku.

Odkrycie ,,Kodeksu Archimedesa” potwierdza, ze Grecy po-
trafili wyobrazié¢ sobie nieskoriczonos¢ aktualng i umieli nig opero-
wac. Jednak w wigkszo$ci rozumowan woleli obchodzié si¢ bez nie;.

Niestety, na spotkanie z nieskoriczonoscig przyszto diugo po-
czekaé. Dopiero w czasach tzw. rewolucji naukowej, tj. XVI-XVII
w. pojawila si¢ nieskoriczono$¢ potencjalna. Brak jednak bylo $ci-
stosci charakteryzujacej matematyke grecka. Swiadczy o tym po-
wstaly w XVII wieku (czasy I Newtona) tzw. rachunek infinitezy-
malny, dokonujacy obliczeii na ,,nieskoficzenie matych”.

Odegrat on ogromng rol¢ w tworzeniu si¢ podstaw rachunku
rézniczkowego i catkowego. Stad juz sam ten fakt méwi o sile i
niezwyktosci nieskoriczonosci.
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O ile rewolucja naukowa wprowadzita nieskoriczono$¢ bez ma-
tematycznej Scistosci, to wspélczesna nauka — poczynajac od XIX
wieku, zachowala tak nieskoriczonosé, jak i scistos¢. Mozna bytoby
tu wymieni¢ bardzo dhugg liste wybitnych matematykéw, ktérzy si¢
do tego przyczynili. Nastapit ogromny rozwdj rachunku rézniczko-
wego i catkowego. Ten zas, jak wiadomo, jest jezykiem przyrody.
To ona dos¢ czgsto przemawia réwnaniami rézniczkowymi. Traktu-
jac wiec wszechswiat jako ksiggg, ktérej tajemnice probujemy prze-
ciez odkry¢, uzywamy w tym celu matematyki. A to réwniez po-
twierdza koniecznos¢ uzycia nieskoficzonosci potencjalne;.

Inaczej rzecz si¢ ma z nieskoriczonoscig aktualng. Przede wszyst-
kim wymaga ona szczeg6lnego myslenia abstrakcyjnego. Jest ono
niezb¢dne w stworzonej w XIX w. przez G. Cantora teorii zbio-
réw, gdzie nieskoficzono$¢ aktualna odgrywa ogromng rolg. Tam
tez zbiory nieskoiczone majg taki sam byt, jak wszystko inne w
matematyce. Nie wszystkie nieskoriczonosci sg jednak réwnie nie-
skoniczone. Niektdre sg bardziej nieskoriczone od innych.

Dlatego tez wspomniany przeze mnie artykul z ,,Przekroju”,
poswiecony nieskoriczonosci aktualnej, nie byt tatwy do zrozumie-
nia nawet dla sympatykéw matematyki.

Sadzg, ze potrzeba nieskoficzonosci potencjalnej, ktéra odegra-
ta ogromng role w rachunku rézniczkowym i catkowym, jest bar-
dziej przekonujgca. Wlasciwie bez niej nie bytoby takiego postepu
technicznego, w jakim zyjemy.

Niezwyklos¢ nieskoficzonosci wynika tez z faktu, ze jest prze-
ciwieristwem zera. Zero i nieskoriczonosé, to dwie strony tej samej
monety. Dlatego tez drogg do jej zrozumienia jest studiowanie zera.
W swiecie liczb zespolonych nieskoficzonos¢ i zero znajdujg si¢
na przeciwnych biegunach. Matematykiem, kt6ry polaczyl te dwie
koncepcje, byt F. B. Riemann.

Wsréd wielu ciekawostek niezwykty jest dowdd o istnieniu
Boga, podany przez B. Pascala.

Potaczyl on w nim rachunek prawdopodobiefistwa z zerem i
nieskoriczonoscia.

W rzeczywistosci o nieskoficzonosci mozna opowiadaé dos¢
dhugo (no, moze nie nieskonczenie dtugo). Jak jednak wiadomo,
kazdy nadmiar jest szkodliwy.

Konczac wige, zyczg moim Czytelnikom, aby doswiadczali nie-
skoniczenie wielu radosci i satysfakcji w spotkaniach z matema-
tyka. Bo cudowna moc matematyki, jak twierdzi ksigdz profesor
Michat Helle (,,religijny Nobel” w b.r.), nie wyczerpala si¢ w two-
rzeniu og6lnej teorii wzglednosci, fizyki kwantowej czy teorii cha-
osu. Dziata ona nadal, prowadzac nas ku zrozumieniu §wiata. Swiat
za$ nie jest ,,szybkim liczydiem”, ale ,.fizycznie interpretowalng”
bogatg ,,strukturg matematyczng”.

Sadze, ze stowa ksigdza profesora stanowig dobre zakoriczenie
tego artykutu.

Krystyna Nowicka
Studium Nauczania
Matematyki

P.S. Tak bardzo chciatabym,
aby moi uczniowie zrozu-
mieli, ze matematyka jest
muzyka, a nie tylko nuta-
mi, za pomocg ktérych
Ltorturuje sie” biednych
studentow.
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