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Skrypt powstal na bazie wyktadéw z przedmiotu ,Réwnania rézniczkowe”, ktore prowa-
dzitem dla studentéw drugiego semestru kierunku Automatyka i Robotyka na Wydziale
Elektrotechniki i Automatyki Politechniki Gdanskiej. Program wykladéw zostal dobra-
ny z jednej strony pod katem przydatnosci w dalszym toku studiow na tym kierunku, a
z drugiej strony tak, aby istniala realna szansa jego realizacji czasie 30 godzin wyktadu
i takiej samej ilodci ¢wiczen. Dodatkowe ograniczenia w mozliwosci pelnej argumentacji
niektorych twierdzen wynikaja z faktu, ze studenci drugiego semestru nie odbyli jeszcze

calego kursu analizy matematyczne;j.
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1 Wiadomosci wstepne z réwnan rézniczkowych

1.1 Podstawowe definicje

Réwnania rézniczkowe sa to pewnego rodzaju réwnania funkcyjne, czyli takie réwnania, w
ktérych niewiadoma jest funkcja. W réwnaniu rézniczkowym niewiadoma funkcja wyste-
puje pod znakiem pochodnej. Jezeli niewiadoma jest funkcja jednej zmiennej, to réwnanie

nazywa sie rownaniem rézniczkowym zwyczajnym. Na przyklad réwnania
Y + 2%y =sinz, y"+ 2y — y’2 =0

sa réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi. Réwnania te wigza zmienna niezalezng x, nie-
wiadomg funkcje v i jej pochodne v/, y”.... Rzad najwyzszej pochodnej wystepujacej w
rownaniu nazywa sie rzedem réwnania. Pierwsze z tych réwnan jest rownaniem rézniczko-
wym zwyczajnym rzedu pierwszego, a drugie réwnaniem rzedu drugiego. Jezeli w réwnaniu
wystepuje funkcja dwéch lub wiecej zmiennych oraz jej pochodne czastkowe pierwszego
lub wyzszych rzedéw, to takie réwnanie nazywa sie rownaniem rézniczkowym czastkowym.

Rownanie
d%u 1 0%u
o0xr? a2 0t

w ktérym niewiadoma funkcja jest funkcja w = wu(z,t), jest przykladem réwnania réz-

=0,

niczkowego czastkowego rzedu drugiego. Tutaj zajmowaé sie bedziemy tylko réwnaniami

rozniczkowymi zwyczajnymi.

Niech dana bedzie funkcja F: D — R, gdzie D C R"*2. Réwnanie

F(z,y,9,4",...,y'") =0, (1)

nazywamy rownaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu n w postaci ogéinej. Jezeli z row-
nania (1) mozna wyznaczy¢ y(™  przy pomocy pozostalych zmiennych, to otrzymamy

zwigzek
y ™ = fa, sy, (2)
ktéry nazywamy réwnaniem roézniczkowym zwyczajnym rzedu n w postaci normalnej.

Wezmy pod uwage nastepujace réwnanie:
y =z

Poszukujemy funkcji y = y(z), ktérej pochodna jest réwna z2. Takich funkcji jest oczy-

widcie nieskonczenie wiele. Kazda z funkcji postaci

1
y(z) = §x3—|—07 C eR,
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spelnia to réwnanie rézniczkowe w calym R. Méwimy woéwczas, ze rodzina funkcji
{% + C : C € R} stanowi calke o0gdlng rozpatrywanego réwnania. Pelng definicje catki

ogoblnej podamy pdzniej.
Rozpatrzmy teraz przykitad réwnania rézniczkowego rzedu drugiego:

y// _ :L'Q.

Catkujac to réwnanie dwukrotnie otrzymamy

1
y(x) = ﬁx4 + Chx + Cy, gdzie C1, Cs sa dowolnymi statymi.

W tym przypadku catka ogdlna tego réwnania jest rodzina funkcji zalezna od dwéch

parametréw C7 i Cs.

Niech bedzie dane rownanie rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej

y/ - f(xa y)v (3)

gdzie f: D — R jest funkcja ciagla w pewnym obszarze D C R?. Obszarem bedziemy w

dalszym ciggu nazywaé zbioér spéjny’ o niepustym wnetrzu?.

Definicja 1.1 Rozwiazaniem réwnania (3) na przedziale I C R nazywamy funkcje

y = y(x) okreslona i rézniczkowalna w I taka, ze:
1) Veer (z,y(z)) € D
2) Voer ¥'(z) = f(z,y(2)).

Pierwszy z tych warunkéw oznacza, ze wykres funkcji y = y(x) zawarty jest w obszarze

D, a drugi, ze funkcja y(x) spelnia réwnanie (3) na przedziale I.

Rozwiazania réwnan rézniczkowych nazywaé nazywaé bedziemy réwniez catkami danego
rownania, a proces poszukiwania rozwigzan réwnania rézniczkowego nazywa sie cafkowa-

niem réownania rozniczkowego.

Niech y(z) bedzie rozwiazaniem réwnania (3) na przedziale I C R. Jezeli funkcja y(z)

jest rozwiazaniem tego samego réwnania na przedziale I D T i

Veer y(z) = y(x),

to méwimy, ze rozwiazanie §j(z) jest przedluzeniem rozwigzania y(z) na przedzial 1.

Jesli T # I, to przedluzenie y nazywa sie wlasciwym. Jezeli rozwigzanie y(x) réwnania

Lzbiér spéjny to taki, ktérego kazde dwa punkty mozna potaczyé tamang zawarta w tym zbiorze
2wnetrzem zbioru nazywamy zbiér wszystkich jego punktéw wewnetrznych, punkt wewnetrzny zbioru

to taki, ktéry zawiera si¢ w nim wraz z pewnym jego otoczeniem
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(3) nie ma wlasciwego przediuzenia na zaden przedzial I D I, to méwimy, ze y = y(z)
jest rozwigzaniem wysyconym. Na przyklad funkcja y(x) = %x3, x € (—1;1) jest

2 na przedziale (—1;1), natomiast funkcja y(x) =

rozwigzaniem réwnania vy = x
%a:g’, xz € R, jest rozwigzaniem wysyconym tego réwnania. Mozna wykazaé, ze:

Kaze rozwigzanie rownania rézniczkowego mozna przedtuzyé do rozwigzania wysyconeqo.

Definicja 1.2 Zagadnieniem poczgtkowym Cauchy’ego dla réwnania rzedu pierwszego,
nazywamy zagadnienie polegajace na tym, zeby sposrod wszystkich rozwiazan danego réw-
nania wyznaczy¢ to rozwiazanie, ktérego wykres przechodzi przez dany punkt (zg, yo) € D.

Zapisujemy to zagadnienie nastepujaco:

{ e ©)
y(zo) = Yo, (w0,%0) € D.

Zlozone ono jest z rownania rézniczkowego

y, = f(:v,y)

i warunku poczatkowego
y(zo) = vo-

Rozwiazanie zagadnienia (C) nazywamy calkq szczegdlng réwnania y' = f(x,y) spelnia-
jaca warunek poczatkowy y(xg) = yo. Wykres tego rozwiazania bedziemy nazywali krzywag
catkowq danego réwnania przechodzaca przez punkt (zg,yp). PéZniej podamy ogdlniejsza
definicje krzywej catkowej réwnania rézniczkowego. Ponizszy rysunek ilustruje rozwigzanie

na przedziale I zagadnienia poczatkowego Cauchy’ego i przedtuzenie tego rozwigzania.

- ()

Y

\

Na przyktad rozwiazanie zagadnienia
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otrzymamy wstawiajac do wzoru

na caltke ogdlng tego rownania, warunek poczatkowy y(0) = 1. Stad C' = 1. Wéwczas

1
y(x):§x3+1, z€eR

jest calka szczegdlng bedaca rozwigzaniem tego zagadnienia. Jest to rozwiazanie wysycone.

Catka ogélna réownania rzedu drugiego jest rodzina funkcji zalezna od dwdch parametréw
C1 i Cy. Dlatego warunek y(xg) = yo nie wystarcza do jednoznacznego wyznaczenia calki

szczegblnej tego rownania. W tym przypadku musimy dodaé jeszcze jeden warunek.

Niech dane bedzie réwnanie rzedu drugiego vy = f(z,y,y'), gdzie f jest funkcja ciagla w
obszarze D C R3 oraz punkt (9,0, y1) € D.

Definicja 1.3 Zagadnieniem poczgtkowym Cauchy’ego dla réwnania réziniczkowego zwy-
czajnego rzedu drugiego nazywamy zagadnienie polegajace na wyznaczeniu takiej catki

szczegllnej y(x) tego réwnania, ktéra spelnia warunki poczatkowe

y(zo) = yo, ¥'(w0) =1, (@o,v0,y1) € D.

Zagadnienie to zapisujemy
y'=f(z,9.9)
y(xo) = vo,
y' (o) = 1.

Interpretacja geometryczna tego zagadnienia jest nastepujaca: nalezy znalezé funkcje spet-
niajaca dane réwnanie, ktérej wykres przechodzi przez punkt (xg,yo) oraz styczna do wy-

kresu w tym punkcie tworzy z osia Ox kat, ktorego tangens jest rowny y;. Zobacz rysunek.

A y(x)
\tga=y,

A\

Rys. 2

Podamy jeszcze przykiad z fizyki ilustrujacy zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania rzedu

drugiego.
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Rozpatrzmy ciatlo o masie m zawieszone na sprezynie i drgajace wzdtuz
osi Oz pod wplywem sity f = f(t) zaleznej od czasu. Oznaczmy wychy-
lenie tego ciala od punktu 0 (punktu réwnowagi) przez x. Wychylenie
to jest réwniez funkcja czasu. Wiec x = z(t). Wtedy 2/(t) oznacza
predkosé, a x”(t) przyspieszenie ciala w chwili ¢. Zgodnie z druga zasada

dynamiki Newtona, w kazdej chwili ¢ na cialo to dziala sita ma”(¢), ktéra

jest rébwnowazona przez przeciwnie do niej skierowane sity: —pa’(t) (site f'('; 0
oporu ofrodka proporcjonalna do predkosci), —kx(t) (sile oporu sprezy-
ny, proporcjonalna do wychylenia) i zgodnie z nia skierowana sile f(t) v
wymuszajaca drgania. Z poréwnania tych sit otrzymujemy réwnanie Rys.3
ma"(t) = —p'z(t) — kx(t) + f(t), ktore zwykle zapisujemy w postaci

ma” + pa’ + kx = f(t). (4)

Jest to znane w fizyce réwnanie oscylatora, w tym przypadku mechanicznego. Réwnanie (4)
jest réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu drugiego, z niewiadoma funkcja = = x(t)
opisujaca drgania tego uktadu. Jezeli obserwacje drgan prowadzimy w przedziale czasowym

I = (tp; 00), to na poszukiwana funkcje mozemy nalozyé¢ warunki poczatkowe:
x(tg) = x0, 2'(to) = vo. (5)

Zagadnienie Cauchy’ego zlozone z réwnania (4) i warunkéw poczatkowych (5) polega na
wyznaczeniu takiej funkeji x(¢) opisujacej drgania uktadu, dla ktérej wartosé wychylenia
poczatkowego ciata od punktu réwnowagi jest rowna xg oraz predkosé¢ poczatkowa tego

ciala jest réwna vyg.

Podamy teraz definicje rozwiazania oraz definicje zagadnienia poczatkowego Cauchy’ego
dla réwnania rzedu n—tego. Niech D C R**! i f : D — R — funkcja ciggly. Rozpatrujemy
rownanie

y " = (2, oy ). (6)

Definicja 1.4 Rozwigzaniem réwnania (6) na przedziale I C R nazywamy funkcje

y = y(z), n—krotnie rézniczkowalna na I, dla ktérej spelnione sa warunki
D Veer (z.y(@), 9/ (@),....y" V(@) € D,

2) Vaer ¥ (@) = f (@, (@), (@), ...y V(@)

Zagadnieniem poczatkowym dla réwnania (6) nazywamy zagadnienie polegajace na wy-

znaczeniu takiego rozwiazania y(x) tego réwnania, ktore spelnia warunki poczatkowe

y(z0) = yo, ¥ (x0) = 1, -+ ¥V (20) = yYno1, (7)
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gdzie (x0,Y0,Y1,---,Yn—1) jest danym punktem zbioru D. Zagadnienie to zapisujemy na-
stepujaco
y™ = f (2,09, oy D), ©)
y(z0) = yo, ¥' (o) =1, -, ¥ D (x0) = yn-1.

Nalezy zwrdci¢ uwage, ze rozwigzanie réwnania rézniczkowego zawsze jest
okreslone na jakim$ przedziale® , nie moze ono byé okreélone np. na rozlacznej

sumie przedzialéw.

Powstaje pytanie, czy dla danego punktu (xo,yo,y1,...,Yn—1) € D istnieje rozwiazanie
réwnania (6) spelniajace warunki poczatkowe (7). Dodatkowo, jesli takie rozwiazanie ist-
nieje, to czy jest ono wyznaczone jednoznacznie. Odpowiedz na te pytania daja twierdzenia
o istnieniu i jednoznacznoéci rozwigzan zagadnienia Cauchy’ego. Jedno z takich twierdzen

podamy pdzniej. Przyjmijmy teraz

Definicja 1.5 Punkt (2o, y0,¥1,.-.,Yn—1) € D nazywamy punktem jednoznacznosci réw-
nania (6), jezeli istnieje otoczenie I, C R punktu z( takie, ze zagadnienie (C) ma na tym

otoczeniu dokltadnie jedno rozwigzanie.

Jezeli punkt (zo,y0,y1,-..,Yn—1) jest punktem jednoznacznosci réwnania (6), to przez
ten punkt moze przechodzi¢ nawet nieskonczenie wiele rozwigzan globalnych, ale lokalnie,
na dostatecznie malym otoczeniu punktu xp, musi istnie¢ doktadnie jedno rozwigzanie.

Zilustrujemu to nastepujacym przyktadem

Przykltad 1.1 Rozpatrzmy réwnanie
/ 2
y' = 3y3, (8)

ktore jest rbwnaniem rzedu pierwszego. W tym przypadku funkcja f(x,y) = 3y% jest okre-
$lona i ciggla na zbiorze D = R?. Zauwazymy, ze kazda funkcja postaci y = (z—C)3 spelnia

to rownanie na I = R. Istotnie, dla kazdego x € R mamy
/ 2 2
(y(@)) = (= C)) =3@—-C)? =3(@—0)*)° =3(y(x))3

Ponizszy rysunek przedstawia wykresy kilku rozwiazan tego réwnania.

3moze to byé przedzial otwarty, domkniety, jednostronnie domkniety lub cala prosta R. Przez réznicz-

kowalno$é funkcji na krancach przedzialu domknietego rozumiemy istnienie pochodnej jednostronnej w
tych krancach.
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A
ey

Rys. 4

Rozpatrzmy punkt (0,0) € D. Przez ten punkt przechodzi krzywa calkowa o réwnaniu
y = 3. Jednak nie tylko ta krzywa. Zauwazymy, ze funkcja y = 0 tez spelnia dane
réwnanie i przechodzi przez punkt (0,0). Réwniez funkcje

(r—2)% dla € (2,00),
y=1 0 dla z € (—1,2),

(x+1)? dla z€ (—oc0,—1)

sg rozwiazaniami wysyconymi tego rownania, spetniajacymi warunek poczatkowy

y(0) = 0. (9)

Zachodzi pytanie, czy istnieje takie otoczenie punktu xg = 0, w ktérym istniatoby do-

[ 2 dla z € (0,00),
V= 0 dla z€(—00,0),

ktadnie jedno rozwiazanie réwnania (8), spelniajace warunek poczatkowy (9). Oczywiscie
takiego otoczenia nie ma. W kazdym otoczeniu punktu xzg = 0 istniejg co najmniej dwa
takie rozwigzania. Punkt (0,0) nie jest punktem jednoznacznosci. Podobnie, kazdy punkt
krzywej calkowej y = 0 réwnania (8), nie jest punktem jednoznacznosci tego réwnania.
Rozwiazanie danego rownania, ktore ma te wtasnosé, ze w kazdym punkcie jego wykresu
naruszona jest jednoznaczo$¢ rozwigzan, nazywa sie rozwigzaniem osobliwym.

Rozpatrzmy teraz punkt (1,1) € D. Przez ten punkt przechodzi krzywa catkowa o réw-
naniu y = 3. Chociaz przez ten punkt przechodza réwniez inne krzywe catkowe roz-
patrywanego réwnania, to lokalnie, na dostatecznie malym otoczeniu punktu z; = 1,
krzywa o réwnaniu y = z° jest jedynym rozwiazaniem réwnania (8), spelniajacym waru-
nek poczatkowy y(1) = 1. Punkt (1,1) jest wiec punktem jednoznacznosci tego réwnania.
Rozwiazaniem szczegblnym powyzszego zagadnienia jest funkcja y = 22,2 > 0. Jest to
tzw. rozwiazanie regularne (calka szczegdlna). Nie jest nim funkcja y = 22,2 € R, bo jej
wykres przechodzi przez punt (0,0), ktéry nie jest punktem jednoznacznosci. Wykres

calki szczegdlnej sklada sie wylacznie z punktéw jednoznacznoSci.

Podamy teraz definicje calki ogdlnej réwnania (6).

Definicja 1.6 Calkq ogdlng rownania

ym = f (myy’ . ,y("_l)) (6)
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nazywamy rodzine funkcji
y=p(x,C1,Cy,...,Cy), gdzie z € I

zalezng od n parametréw Cq,Co,...,C, 1 majaca te wlasnosé, ze dla kazdego punk-
tu jednoznacznosci (xg,yo,--.,Yn—1) € D istnieje dokladnie jeden uklad parametréw
(C9,09,...,CY) taki, ze funkcja y(x) = ¢(z,CY,CY,...,CY) jest rozwigzaniem na I za-
gadnienia

y ™ = f (2,99, y" D)
y(z0) = Yo, ¥ (x0) = y1, -, YV (20) = Y1

Wracajac do réwnania (8), jego catka ogélng jest rodzina funkcji y = (z — C)3, 2 > C oraz
y=(x—C)3 x < O, C € R. Wszystkie rozwigzania regularne tkwia w catce ogélnej. Catki
osobliwej nie mozna otrzymac z calki ogélnej przez dobdr statej C (wlacznie z C' = +00).
Pelne rozwiazanie réwnania (8) sklada sie zatem z rozwiazan regularnych tkwiacych w

calce ogélnej i z rozwigzania osobliwego y = 0.

Czasami calki ogdlnej réwnania (6) nie da si¢ wyrazi¢ za pomoca wzoru jawnego. Poprze-

stajemy wéwczas na zapisaniu calki ogélnej w postaci uwiklanej za pomoca réwnania
O(x,y,C4,...,Cp) =0.
W szczegdlnosei dla réwnania rzedu pierwszego y' = f(z,y) zwiazek
O(x,y,C)=0

przedstawia jego calke ogdlng w postaci uwiktanej jezeli ® ma ciggle pochodne czastkowe

wzgledem x i y oraz spelniony jest warunek
@, + @y f(z,y) =0 (x)

Przyktad 1.2 Sprawdzi¢, ze catka ogdlna réwnania

2z +y
h = 10
V=, (10)

jest rodzina krzywych danych réwnaniem

In(z® + y%) — arctgg —C=0. (11)
x

2r+y
r—2y

Rozwigzanie: Sprawdzamy warunek (*).
2x 1 Y 2y 1
® 1+ P . LY) = — (_> — .
o0 SV = 142\ a2 Novy 112
2 +y 2y—x 2zx+y  2z+y 20 +y
Cor24y? 224y 22y 2?42 a2+ y?

8=
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1.2 Interpretacja geometryczna réwnania rzedu pierwszego

Wezmy pod uwage rownanie
y' = f(z,y),

w ktorym f jest funkcja ciaglta na obszarze D C R2. Niech (zg,30) bedzie dowolnym
punktem obszaru D oraz niech y = y(x) bedzie calka tego réwnania przechodzaca przez
punkt (zg, y0). Wowezas ' (z9) = f(xo,y0). Jednoczesnie y'(xg) = tg o, gdzie « jest katem
jaki tworzy styczna do wykresu funkeji y = y(z) w punkcie (z9, yo) z dodatnim kierunkiem
osi Oz. Rozwazmy odcinek, ktérego srodkiem jest punkt (xg, yo) i ktéry tworzy z dodatnim
kierunkiem osi 0z kat o = arctg f(xg,yo). Odcinek ten nazywamy elementem liniowym
danego réwnania. Z kazdym punktem (x,y) € D zwiazany jest zatem element liniowy.
Zbiér wszystkich elementow liniowych danego rownania nazywa sie polem kierunkow tego

roéwnania.

Definicja 1.7 Linie, ktére w kazdym swoim punkcie majg kierunek zgodny z kierunkiem

pola w tym punkcie, nazywaja sie krzywymi catkowymi danego rownania.

Zobacz rysunek 5.

a =arctg (X))

=y

Rys. b

Izokling réwnania y' = f(x,y) nazywamy lini¢ o réwnaniu f(z,y) = a, gdzie a jest stala
nalezaca do zbioru wartosci funkcji f. W kazdym punkcie takiej izokliny jest v = a =
const, wiec elementy kierunkowe pola kierunkéw nachylone sa do osi Ox pod stalym katem
«a = arctga. Metoda graficznego, przyblizonego znajdowania krzywych catkowych danego

rOwnania w oparciu o jego pole kierunkéw nazywa sie metodg izoklin.

Rozpatrzmy teraz réwnanie

dy _ P(z,y)

iz = Qla,y) (12)
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w ktérym P i Q sa funkcjami ciggtymi na obszarze D C R2?. Zalézmy, ze w pewnym
punkcie (xo,y0) € D jest P(xo,y0) # 01 Q(xo,y0) = 0. Wtedy 3/(z0) nie istnieje. W

takim przypadku mozemy rozpatrze¢ réwnanie

dz  Q(z,y)
dy — P(z,y)’ (13)

w ktérym niewiadoma jest funkcja x zmiennej niezaleznej y. Prawa strona réwnania (13)

w punkcie (zg, o) jest réwna zero. Oznacza to, ze w tym punkcie styczna do wykresu
funkcji = x(y), bedacej rozwiazaniem réwnania (13), tworzy z dodatnim kierunkiem osi
Oy kat o mierze 0°. Zatem element kierunkowy w tym punkcie jest prostopadty do osi Ozx.
Jezeli natomiast w pewnym punkcie (xg,yo) jest P(zo,y) =0 1 Q(zo,%) =0, to w
otoczeniu tego punktu nie mozna rozpatrywa¢ ani réwnania (12), ani (13). Taki punkt
nazywa sie punktem osobliwym réwnan (12) i (13). Przez ten punkt nie przechodzi zadna

krzywa catkowa tych réwnan. Na przyktad w réwnaniu

dy _y

dr =

izokliny okreslone sg réwnaniami ¥ _ a, a € R, czyli sa potprostymi y = ax, x # 0.
x
Poélproste te sa zarazem krzywymi catkowymi rozwazanego rownania. W kazdym punkcie

d
(0,y) # (0,0) jest d—x = 0, wiec elementy kierunkowe w tych punktach sa prostopadle
Y
do osi Ozx. Pélproste x = 0 dla y > 0 oraz = 0 dla y < 0 tez sa krzywymi catkowymi
rozpatrywanego réwnania. Punkt (0,0) jest jego punktem osobliwym. Zobacz ponizszy

rysunek.

A\

Rys. 6

Aby otrzymaé pelny obraz krzywych calkowych nalezy rozpatrywaé¢ réwnania (12) i (13)

tacznie. Uzasadniony jest wiec nastepujacy zapis obu tych réwnan jednocze$nie
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w ktorym z i y traktowane sa réwnoprawnie. Od nas zalezy, ktora z tych zmiennych
uznamy za niezalezna, a ktora za zalezng. Taka postaé¢ rownania rzedu pierwszego nazywa

sie postacig symetryczng.

Przyktad 1.3 Metodg izoklin wyznaczymy krzywe catkowe rownania
y = +y?

W tym przypadku

f(z,y) =2*> 4192, (z,y) € D=R2%

Izoklinami sg linie o réwnaniach 22 +4% = a, a > 0. Dla a = 0 izoklina sktada si¢ wylacznie
z punktu (0,0) i jest to jedyny punkt plaszczyzny, w ktérym element kierunkowy ma
nachylenie réwne 0°. Pozostate izokliny sa okregami. Przyktadowo, na izoklinie 22452 = 1,
nachylenie elementéow kierunkowych wynosi 45°. Przyktadowe izokliny, pole kierunkéw

i dwie krzywe calkowe réwnania 3’ = 22 + y? przedstawiono na rys. 7.

A

N\

/ ) g

izoklina x*+ y*=1

Rys. 7

Roéwnanie z ostatniego przyktadu, cho¢ wyglada na do$¢ proste, nie da si¢ rozwigzaé w spo-
sOb efektywny. Calki tego réwnania nie sg funkcjami elementarnymi. Mozna je wyznaczy¢
w sposOb przyblizony graficznie, tak jak to zrobiliSmy wyzej, lub tez mozna wyznaczy¢

jego przyblizone rozwiazania metodami analitycznymi lub numerycznymi. Jedng z takich
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metod omowimy w dalszej czesci.

Na zakonczenie tej czesci podamy twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania

zagadnienia Cauchyego dla réwnania rzedu pierwszego.

Twierdzenie 1.1 Jezeli funkcja f jest ciggla w obszarze D C R2, to dla kazdego punktu

(xo,Y0) z wnetrza obszaru D, zagadnienie Cachy’ego

/

Yy = f(x,y), y(.%'()) = Yo

posiada rozwigzanie wysycone. Jesli dodatkowo funckja f ma w D ciggle pochodng czgst-

kowg 5 to wysycone rozwigzanie jest jedyne.
Y
Cwiczenia

1. Wyznaczy¢ catki ogdlne réwnan:

a) y = sin® z;
Odp. y = —cosz + %cos‘gx—l—C.

b) y//:€w+1l’ ;

1
Odp. y:ez+ﬁ+01x+02.
"

c) y" = —cosu;

Odp. y = sinz + C122 4+ Cox + Cs.

2. Znalez¢ calke ogélna, a nastepnie catke szczegdlng réwnania rézniczkowego spelnia-

jacego podane warunki poczatkowe:
dy 1

2) de 14z’ 4
Odp. y = 2/ — In(v/z + 1))

B Inz

b)y = — =1
)y'=—= yle)
Odp. y = 1(In*z + 1).

1 s In2 s

i /
= — — = — — :1

©)y cos? z’ y<4) 9 Y <4)
Odp. y = —In cos x.

1
d)y" =~ y(1) =0, y'(1) = ~1
Odp. y = z(Inz — 2) + 2.

0) =0
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3. Wyznaczy¢ calki ogélne réwnan:
a) y' = siny; b)y +y—1=0;

Odp. tg (g) = Ce”. Odp. y =1+ Ce™™.
4. Metoda izoklin naszkicowaé krzywe catkowe réownan:

, T+ 2y
2z —y

a) y =az? -y b)Y =sin(z+y); ¢y
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2 Podstawowe typy rownan rézniczkowych zwyczajnych rze-

du pierwszego

2.1 Roéwnanie o zmiennych rozdzielonych

Definicja 2.1 Roéwnaniem o zmiennych rozdzielonych nazywamy réwnanie postaci

y = g(@)h(y), (1)

gdzie funkcje g : I — R i h: J — R sa funkcjami ciagltymi na przedziatach I oraz J

odpowiednio.

Twierdzenie 2.1 Jezeli funkcje g = g(x) i h = h(y) sq ciggle odpowiednio na prze-
dzialach I i J oraz h(y) # 0 dla kazdego y € J, to dla kaZdego punktu (zg,yo) bedgcego

punktem wewnetrznym obszaru D = I X J, zagadnienie poczgtkowe Cauchy’ego

{ y' = g(x)h(y) (©)

y(7o0) = o

ma dokiadnie jedno rozwigzanie.

Dow6d. Zalézmy, ze funkcja y : [1 — R, gdzie I C I i 29 € 11, jest rozwigzaniem

zagadnienia (C) na przedziale I;. Wtedy

Veer, ¥'(x) = g(@)h(y(x)) oraz y(xo) = yo.

Stad

Calkujac ostatnia réwnosé w przedziale (zg;z), x € I, otrzymujemy

Tty . [*
el QLG

W calce po lewej stronie dokonujemy podstawienia y(t) = u. Wtedy y/'(¢)dt = du oraz

— = g(t)dt,
/y(ﬂco) h(u) xo ( )

1

Oznaczmy przez H funkcje pierwotna funkcji i a przez G — funkcje pierwotna funkcji g.

czyli

Wéwezas zwiazek (2) mozemy zapisa¢ w postaci

H(y(z)) — H(yo) = G(z) — G(z0),
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lub
H(y(z)) = G(z) — G(zo) + H(yo), = € I1. (3)

7 zalozenia funkcja h jest ciagla i rézna od zera na przedziale J. Zatem h jest stalego

L
h(y(z))

na przedziale I;. Wynika stad, ze funkcja H, jako $cisle monotoniczna na I, jest rézno-

znaku na J, wiec takze funkcja H'(y(x)) = jest stale dodatnia, albo stale ujemna
wartosciowa. Zatem posiada ona jednoznacznie okreélona funkcje odwrotna H~!. Zwiazek

(3) mozna zatem zapisa¢ w postaci
y(x) = H'[G(x) — G(x0) + H(yo)], @ € L. (4)

Oznacza to, ze jezeli rozwiazanie zagadnienia (C') istnieje, to wyraza si¢ ono wzorem (4).
Sprawdzimy teraz, ze funkcja okreslona wzorem (4) faktycznie jest rozwiazaniem zagadnie-
nia (C). Istotnie, rézniczkujac obustronnie na przedziale I; réwnanie (4), (lub réwnowazne

réwnanie (3)), otrzymujemy

czyli
y'(z) = h(y(z)) -g(z) dla z €I

Funkcja y spelnia wiec na przedziale I; réwnanie (1). Ponadto z (4) dla = xy otrzymu-
Jemy

y(wo) = H™[G(x0) — G(wo) + H(yo)] = o,
wiec funcja y spelnia zadany warunek poczatkowy. Poniewaz wszystkie funkcje wystepuja-
ce we wzorze (4) sa jednoznacznie wyznaczone przez funkcje wystepujace w réwnaniu (1),
wiec rozwiazanie zagadnienia (C') zostalo wyznaczone jednoznacznie.
Rozwiazanie zagadnienia (C') tradycyjnie zapisujemy w postaci

Y du x

= t)dt, 5
b )~ e, g(t) (5)
a calke ogélna rownania (1) w postaci
dy /
—— = [ g(x)dx + C. 6
rs = [t 0

Na zakohczenie zauwazymy, ze jesli dla pewnego y; € J jest h(y;) = 0, to funkcja sta-
ta y(z) = y1, « € I, tez jest calka réownania (1). Nalezy ja dolaczyé¢ do zbioru calek

okreslonych réwnaniem (6).

Przyktad 2.1 Wyznaczymy rozwiagzanie zagadnienia
dy  y*+1
dr xy (7)
y(=2) =1
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Funkcje
1 y>+1
g9(z) o (v) ”

sa ciagte odpowiednio dla x € (—o0;0) U (0;00) 1 y € (—00;0) U (0; 00). Zatem obszarem

D, istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzan réwnania

dy y*+1
df = ) (8)
x xy
jest kazdy z czterech obszaréw okreslonych nieréwnosciami: Dy = {(x,y) : x > 0,y > 0},
Dy ={(z,y) : x < 0,y >0}, D3 ={(z,y) : 2 <0,y <0}, Dy = {(z,y) : x <0,y > 0}.

Z uwagi na warunek poczatkowy y(—2) = 1, wybieramy obszar Ds. Wobec (5) mamy
Y ud z ]
/ _udu / S
1 u?+1 2t

1 9 Y z
5 +1\’1—ln|t|‘_2,

Stad

a wiec

1 1
iln(yQ—l—l)—ian:ln]a;\—1n|—2|.

Po przeksztalceniach otrzymamy

1 1
y2:§x2—1 oraz yz:l:y/imz—l, lz| > V2.
Dla (z,y) € Dy mamy
1
N e oot —
Y= 2x 1, xe( o0; \@)

i jest to rozwiazanie zagadnienia (7). Rozwiazanie to na ponizszym rysunku zaznaczone

jest pogrubiona linia. Jest to cze$¢ hiperboli

12
3%

Warto zauwazyé, ze kazda z jej galezi jest krzywa calkowa réwnania (8).

y:1/%x2_1 A

y? = 1.

Rys. 1
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Przyktad 2.2 Wyznaczy¢ catke ogélna réwnania
dy ylny
- = 9)

dr sinz’

a nastepnie catke szczegdlng spetniajaca warunek:

a) y (277) =1, by (g) =e.

Rozwiagzanie:

Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych, ktére moze byé rozpatrywane w kazdym z
obszaréw Dy = {z € (km;(k+ 1)7), y > 0,} k € Z. Zakladajac, ze y # 1 przedstawiamy
rownanie powyzsze w postaci

dy dx

ylny sinz’
Stad, zgodnie z wzorem (6), catke ogdlng otrzymamy z zaleznosci

/ dy _/ dx
ylny J sinz’

Obliczajac catki po obu stronach dostajemy

In|Iny| :ln|tgg|—|—01, Ci eR.

W przypadku, gdy po scatkowaniu otrzymujemy po lewej stronie réwnania funkcje y pod
znakiem logarytmu naturalnego, to wygodnie jest stala C zapisa¢ w postaci: C1 = In |Cs|,

gdzie Cy jest dowolna stala rézng od zera. Mamy zatem
In|lny| = ln\tgg| +1n|Cy)|

oraz

In|lny| = ln\CgtggL

Pozbywajac sie logarytmow i modutéw po obu stronach znaku réwnoéci otrzymujemy
x
Iny = +Cs tg 5

Przyjmijmy teraz C = +C5. Zatem

x
Iny=Ctg—
ny £5
a stad
_ CtgZ
y=e %2 C#0. (10)

Zauwazmy, ze funkcje state y = 1, = € (km; (k + 1)), tez sa catkami réwnania (9). Dola-
czamy je wiec do zbioru calek zawartych we wzorze (10). Otrzymujemy ostatecznie catke
og6lna réwnania (9)

y=e%3 e (km(k+1)7), CeR.

Na ponizszym rysunku przedstawiono kilka krzywych catkowych réwnania (9).
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C=1

Rys. 2

Wstawiajac teraz warunki poczatkowe do wzoru na catke ogélna, obliczamy w przypadku
a) C' =0 iw przypadku b) C =1. Stad

O d p: Rozwigzaniem szczegdlnym speliajacym warunek y(%ﬂ) =1 jest funkcja stala
y =1, x € (m; 27), natomiast rozwigzaniem szczeg6lnym, spetniajacym warunek y(5) = e,

jest funkcja dana wzorem y = %82, z € (0;7).

2.1.1 Roéwnanie jednorodne

Pewne typy réownan rézniczkowych rzedu pierwszego daja sie doprowadzié, przez odo-

wiedniag zamian¢ zmiennych, do réwnan o zmiennych rozdzielonych. Jednym z nich jest

v=f(2) (1)

zwane rownaniem jednorodnym. O wystepujacej w nim funkcji f zaktadamy, ze jest cig-

réwnanie postaci

gla w pewnym przedziale I C R. Réwnanie jednorodne doprowadzamy do réwnania o

zmiennych rozdzielonych przez podstawienie

u = ;

Y
T

to znaczy u(x) = y(f) Wtedy

/ /
Yy=u-xr oraz Yy =ur+u

(prawa strone rézniczkowali$émy tak jak iloczyn dwéch funkeji). Zatem réwnanie (11) mo-
zemy teraz zapisaé w postaci
u'z +u= f(u),

w ktorym niewiadoma jest funkcja w zmiennej niezaleznej z. Ostatnie rownanie jest juz

réwnaniem o zmiennych rozdzielonych. Przy dodatkowym zalozeniu, ze f(u) # u, jego
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catke ogdélng mozemy przedstawi¢ w postaci

du dx
— = —+C.
/ Fla) —u / z
Rozpatrzymy nastepujacy przyktad.

Przyktad 2.3 Wyznaczy¢ i naszkicowaé krzywa catkowa réwnania

,:2x+y (12)
x— 2y

przechodzaca przez punkt P(1,0).
Rozwiazanie: Wyznaczymy najpierw caltke ogdlng réwnania (12). Réwnanie to

przedstawiamy w postaci

- = . 12/
de 1-2% (12)
Podstawiajac
Y ora dy du n
u=%= oraz — = — u
der dz
do (12') otrzymujemy
U n 24+u
—rx+u=
dx 1—2u

i stad
du 2(u? + 1)
—r=——".
dx 1—2u

Po rozdzieleniu zmiennych mamy

1—2u J dx
_—au = —
2(u? +1) T
oraz kolejno
1—2u / dx
2(u? +1) ’

/<u2+1 u2+1>du_2/

arctgu — In(u? +1) = 2In|z| + C.

Wracajac do zmiennych z i y dostajemy

2
arctgg —In <y2 + 1) =lnz?+C
x x

i ostatecznie
arctgg —In(z? + %) = C. (13)
T
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Wzér (13) okresla pewna rodzine krzywych na plaszczyznie, w ktérych zawarte sa wykresy
wszystkich rozwiazan réwnania (12). Krzywe te sa wiec krzywymi catkowymi badanego
réwnania, a calka ogélna okreslona wzorem (13) dana jest tym razem w postaci uwiktane;j.
Znajdziemy teraz krzywa calkowa przechodzaca przez punkt P(1,0). Wstawiajac do (13)

x =11y =0 otrzymamy C' = 0, stad poszukiwana krzywa okreslona jest réwnaniem
arctg% —In(z? + %) = 0.

W celu narysowania tej krzywej przejdziemy do wspélrzednych biegunowych. Podstawiamy
T=rcosp, y=rsiny.

Wtedy

2+ Y© = r? oraz arctg J_ ©.
x

Otrzymamy
¢—Inr?=0

i ostatecznie poszukiwana krzywa ma réwnanie biegunowe

SIS

Latwo teraz ja narysowacé. Dla ¢ = 0 jest r = 1. Ze wzrostem ¢, rosnie dlugo$é¢ promienia
wodzacego r. Jesli p — —oo, to r maleje do 0. Krzywa ta nazywa sie spirala logarytmiczna

i jej szkic przedstawiono na rys. 2.

1(1,0) >

Rys. 2

2.1.2 Trajektorie ortogonalne

7 danym réwnaniem rézniczkowym zwigzana jest rodzina krzywych stanowigca catke ogol-

na tego rownania. Mozna rozpatrzeé¢ zagadnienie odwrotne: majac dana rodzine

F(z,y,a) =0 (14)



W.Graziewicz ROWNANIA ROZNICZKOWE 25

krzywych na plaszczyznie, znalez¢ réwnanie rézniczkowe, ktérego catka ogdlng jest rodzi-
a (14). W celu wyznaczenia tego réwnania, rézniczkujemy réwnanie (14) obustronnie

wzgledem x. Otrzymujemy wtedy rownanie
G(xaya ylva) =0, (15)

w ktorym na ogdl wystepuje jeszcze parametr a. Parametr ten musimy z réwnania wyru-
gowac. Mozna to zrobié¢ np. przez wyliczenie a z réwnania (14) i wstawienie go do réwnania
(15). Otrzymamy réwnanie

H(z, /) = 0, (16)

ktore jest réwnaniem rézniczkowym rodziny krzywych (14).

Definicja 2.2 Trajektorig ortogonalng danej rodziny krzywych nazywamy krzywa, ktora
przecina kazda krzywa danej rodziny pod katem prostym.

Na przyktad rodzina okregéw x2 +y? = C, C > 0, jest rodzina trajektorii ortogonalnych
rodziny prostych y — ax = 0, a € R. Krzywe przecinaja si¢ pod katem prostym, jezeli
wspotczynniki kierunkowe m;j i mo, stycznych do tych krzywych w ich punkcie przeciecia,
spetniaja warunek mimo = —1. Zatem réwnanie rézniczkowe trajektorii ortogonalnych

otrzymamy wstawiajac —? zamiast ¥y’ w réwnaniu (16). Dostaniemy réwnanie

1
H (a:,y,—y,> =0. (17)
Krzywe catkowe réwnania (17) stanowia rodzine trajektorii ortogonalnych rodziny (14).

Przyktad 2.4 Wyznaczy¢ trajektorie ortogonalne rodziny linii
(y —2)? =2a(zx+1), a#0. (%)

Rozwiazanie: Jest torodzina parabol o wierzchotkach w punkcie (—1,2), dla
ktorych prosta y = 2 jest osia symetrii. R6zniczkujemy réwnanie (x) obustronnie wzgledem
x. Otrzymamy

2(y — 2)y' = 2a. (xx)

Po wyrugowaniu z réwnan (%) i (x%x) parametru a dostajemy réwnanie

y/: y—2
2(z +1)’

ktére jest rownaniem rézniczkowym rodziny (x). Zamieniamy teraz y’ na —— i otrzymu-
jemy réwnanie rézniczkowe poszukiwanej rodziny trajektorii ortogonalnych
I y—2

y 2 +1)
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Jest to rownanie o zmiennych rozdzielonych. Rozdzielajac zmienne, otrzymujemy

/(y—2)dy:—2/(x—l—1)dx

wiec catka ogdlna jest
1
§y2—2y:—:ﬁ2—2:€+0

i mozna ja zapisa¢ w postaci

1
5(y—2)2+(:v+1)2:c+3, C > 3.

Poszukiwana rodzing trajektorii ortogonalnych jest wiec rodzina elips o Srodkach w punkcie
(—1,2).

A
y
y=2
\
Rys. 3
Cwiczenia
1. Wyznaczy¢ catke ogdlng réwnania:
a) ay(l+2%)y = 1+y*% b)y =a?(y® — 1)
-1
Odp. (1+22)(1 +2) = Ca?. Odp. LH = Ce3e,
Y
o)y =Y. d) 2y’ =yln%;
T —y x
Yy 1+Cx
Odp. arctg= — In /22 2=C. Odp. y = .
p.arctg” - —1In ety p-y=xe
axr + by + ¢

2. Réwnania typu 3 = f ( ) przy ab; — a1b # 0 sprowadza sie do réw-

a1x + by + c1
nania jednorodnego przez podstawienie =z =&+ a, y=n-+f, gdzie (o, 3) — punkt
przeciecia prostych ax+by+c =0, aix+biy+c1 = 0. Jesdli natomiast ab; —a1b =0,

to podstawienie u = ax + by + ¢ pozwala sprowadzi¢ to réwnanie do rownania o
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zmiennych rozdzielonych.

Wyznaczy¢ catke ogblng réwnania:
a) (x+y+1)de+ 2x+2y—1)dy=0; b) 2x—y+1)de+ 2y—az—1)dy=0;
Odp. z+2y+3ln(z+y—2)=C. Odp. 22 —2y+y*+x—y=C.
3. Znalez¢ krzywa catkowa réwnania przechodzaca przez zadany punkt P:
a) (L+e")yy' =e®, P(1,1);
Odp. ¥ — 1 =2In(e* + 1) — 2In(e + 1).
Y

b) y/ = g - 57 P(_170)

Odp. z* — 222> =1, 2 < —1.

4. Okredli¢ ksztalt powierzchni obrotowej lustra reflektora przeksztalcajacego wiagzke

$wietlng wychodzaca z jednego punktu w wiazke réwnolegla.

Odp. Paraboloida obrotowa.

5. Znalez¢ trajektorie ortogonalne danej rodziny:

a) okregéw 2 + y? = 2ax;

C C?
2 _Ce_ ¢
Odp. z* + (y 2) T
b) parabol y? = 4(x — a);
Odp. y = Ce™ 3.

¢) lemniskat (2% + y%)? = a*(2? — y?).
Odp. (22 +y*)? — Cxy = 0.
2.2 Roéwnanie rézniczkowe liniowe rzedu pierwszego
Definicja 2.3 Roéwnaniem rézniczkowym liniowym rzedu pierwszego nazywamy réwnanie
y' +p(x)y = f(2), (18)

gdzie funkcje p i f sa okreslone i ciagte na wspdlnym przedziale I C R.

Jezeli f(z) = 0 dla kazdego = € I, to réwnanie

y' +p(x)y =0 (19)

nazywa sie réwnaniem liniowym jednorodnym (RJ), w przeciwnym przypadku réwnanie

(18 ) nazywa sie réwnaniem liniowym niejednorodnym (RN).
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Zacznijmy od rozwiazania réwnania (19), czyli od RJ. Przepisujac je w postaci

dy
= —p(z)y

zauwazamy, ze jest to rOwnanie o zmiennych rozdzielonych. Stad, po rozdzieleniu zmien-

dyy = f/p(x) dz.

Zatem calka ogélna réwnania jednorodnego (oznaczaé¢ ja bedziemy krétko CORJ) jest

nych, otrzymamy

rodzina funkcji
y=Ce @ CeR, zel, (CORJ)

gdzie P(z), = € I jest dowolna, ale ustalona, funkcja pierwotna funkcji p(-).

Przejdziemy teraz do rozwiazania rownania niejednorodnego. Metoda, ktora tu przedsta-
wiamy, nosi nazwe metody uzmienniania stalej. Polega ona na tym, ze statg C wystepujaca
we wzorze na CORJ zastepujemy chwilowo nieznana funkcja C'(x) (uzmienniamy stata C'),

ktora musimy tak dobraé, aby funkcja
y=Cx)e @ zer (20)
spelniata RN. Ze wzoru (20) dla x € I obliczamy
y' = C'(2)e "W + Cla)e™ " (—p(a)). (21)
Podstawiamy teraz y i ¥y’ do RN (18) i otrzymujemy na przedziale [
C'(z)e " — C(z)e " Wp() + p(a)C(x)e™ ") = f(x).
Stad

i wobec tego

a@:/ﬂwﬁ@m+a

gdzie C jest dowolna stala. Wstawiamy teraz wyznaczona funkcje C(z) do wzoru (20).
Dostajemy

y= (/ flx)e"@dx + C’> e~ P@)

Stad ostatecznie
y=Ce P 4 P /f(x)ep(”) dx. (22)

Oznaczmy drugi sktadnik we wzorze (22) przez ys(x), czyli

ur@) =" [ fa)e’@ do.



W.Graziewicz ROWNANIA ROZNICZKOWE 29

Mamy zatem

y=Ce P 4 ys(x). (23)
Okazuje sie, ze funkcja yr jest calka szczegdlng réwnania liniowego niejednorodnego (18).
Istotnie. Obliczajac y}(z), a nastepnie wstawiajac y} i yy do lewe] strony réwnania (18)

otrzymujemy kolej no

y}(ﬂf /f Dy + e L (/f x)dx> =

= —p(g;)e*P(x) /f(m)ep(x)dm + e*P(z)f(x)ep(x) _
= _p(x)e—P(x) /f(ﬁf)ep(x)dx—i-f(x),

yr(@) + p(@)ys(2) = (/f P@dy + f(x) + /f P(@) gy
= f(@).

Rozpatrzmy teraz zagadnienie poczatkowe

{ Y +p(z)y = f(),

y(zo) = yo, (w0,90) € D=1 xR.

Wstawiajac do wzoru (23) warunek poczatkowy otrzymamy
Yo = CG_P(xO) + yf(l'o).

Stad

C = (yo — yy(wo))e” ™).

Zatem przy dowolnych danych poczatkowych (xg,yo) € I x R, stala C' mozna tak dobrac,
aby funkcja okreslona wzorem (23) byta rozwiazaniem zagadnienia (C). Udowodnili$my

wiec

Twierdzenie 2.2 Jezeli funkcje p i f sq ciggle w przedziale I C R, to dla kazdego xg € 1
1 kazdego yo € R réwnanie

Y +p(x)y = f(z)

ma dokladnie jedno rozwigzanie y = y(z) spelniajgce warunek y(zo) = yo.

Na koniec zauwazymy, ze catka ogdlna réwnania liniowego niejednorodnego, dana wzo-
rem (23), jest suma dwéch skladnikéw. Pierwszy z nich, Ce~F(®) | ktéry oznaczamy przez
yo(z), jest catkg ogdélng réwnania liniowego jednorodnego. Drugi, ys(x), jest jak juz wie-
my, pewna catks szczegdlng réwnania niejednorodnego. Catka ogdlna réwnania liniowego
niejednorodnego jest wiec suma calki ogdlnej réwnania jednorodnego i calki szczegdlnej

réwnania niejednorodnego,
y(@) = yo() + ys(z).
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Fakt ten zapisujemy symbolicznie:

CORN = CORJ + CSRN.

Ostatni zwiazek mozna réwniez otrzymaé na gruncie algebry. Oznaczmy przez L odwzo-
rowanie, ktore dowolnej funkcji y, rozniczkowalnej w sposéb ciggly na przedziale I, przy-

porzadkowuje funkcje L(y) dana wzorem

L(y)(z) = () + p(z)y(z).
Zauwazymy, ze odwzorowanie to spetnia warunki

L(y1 +y2) = L(y1) + L(y2) oraz L(\y) = AL(y).

Tak zdefiniowane odwzorowanie L jest wigc odwzorowaniem liniowym (stad nazwa row-
nania). Odwzorowuje ono przestrzen liniowa C1(I), funkcji klasy C! na I, w przestrzen
liniowa C'(I), funkcji ciagtych na I. Odwzorowania liniowe, ktére odwzorowuja przestrzen
funkcyjna w przestrzen funkcyjna przyjeto nazywaé operatorami liniowymi. Przy przyje-
tych oznaczeniach réwnanie niejednorodne (18) mozna zapisa¢ w postaci L(y)(x) = f(x)
lub krétko L(y) = f, a réwnanie jednorodne (19) w postaci L(y) = 0. Zatem calka ogélna
réwnania (18) jest zbiorem tych funkeji y € C1(I), ktére operator liniowy L przeprowadza
w funkcje zerowsa, jest wiec ona jadrem operatora L. Ponadto, jak to juz wykazaliémy,
réwnanie niejednorodne L(y) = f ma rozwiazanie dla kazdej funkcji ciaglej f, a z algebry
wiadomo, za kazde rozwigzanie ogdlne réwnania liniowego niejednorodnego jest suma al-
gebraiczng zbioru ztozonego z wektoréw spetniajacych réwnanie jednorodne i dowolnego
wektora ys spelniajacego réwnanie niejednorodne (RORN=RORJ+RSRN).

Przyktad 2.5 Wyznaczyé catke ogdlna rownania
, 1
Y + (cosz)y = 5 sin 2. (24)
Rozwiazanie: Rozwigzujemy najpierw réwnanie jednorodne
y' + (cosx)y = 0.

Rozdzielajac zmienne i catkujac
d
W_ / cosz dx
Yy

otrzymujemy CORJ:
y=Ce % (CeR.
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Uzmienniamy stala przyjmujac C' = C(x)
y = C(x)e” SN2, (%)

Stad
y = C'(x)e” "% 4 C(z)e 5" (— cos z). (xx)

Wstawiajac (x) 1 (xx) do réwnania (24) otrzymamy
) . ; 1
C'(z)e % 4+ C(x)e” "™ (= cosx) + (cosx)C(x)e ™" = B sin 2z

i stad
1 "
C'(x) = isin 2x ¥ 7.
Wobec tego
1 r r in o=
C(x) = /isin2xesm$dx = /Sinxcosxeblmdx sinz=t /tet dt =te' —e' +C =
= (sinz — 1) + C.

Wyznaczone C(z) wstawiamy do wzoru (%) i otrzymujemy CORN:

y=Ce "% 4 sinx — 1.

2.2.1 Roéwnanie Bernoulliego

Definicja 2.4 Rdéwnanie
y +pa)y = fz)y', (25)
gdzie r € R\ {0,1}, a pi f sa funkcjami ciaglymi na przedziale I, nazywamy réwnaniem

Bernoulliego. W przypadku, gdy » = 0 lub r = 1, réwnanie (25) jest réwnaniem liniowym.

Roéwnanie Bernoulliego sprowadzamy do réwnania liniowego rzedu pierwszego przez pod-

stawienie
u=y
Wtedy
u=(1-r)y "y
Mnozac obie strony réwnania (25) przez (1 — )y~ " otrzymujemy
L=y +p@) (1 —r)y' ™" = (1 -r)f(2),
co, po uwzglednieniu podstawienia, daje rownanie

u+ (1 —=r)p()u=1-7r)f(x), v €,

ktére jest juz réwnaniem liniowym rzedu pierwszego z niewiadomg funkcja u.
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Przyklad 2.6 Rozwiazaé¢ zagadnienie poczatkowe

{ zy +y=y’lnx
y(1) =1
Rozwiazanie: Najpierw wyznaczamy catke ogélng réwnania zy’ +y = y?Inz.
Przepisujemy je w postaci
;1 o Inx
y+—y=y —.
x x
Jest to rownanie Bernoulliego z r = 2. Podstawiamy
u = y_l.
Stad
W = —y 2y
oraz po pomnozeniu obu stron réwnania przez —y 2y’ i uwzglednieniu podstawienia otrzy-

mujemy réwnanie liniowe niejednorodne

;1 Inx
- —u=——.
x x

Rozwiazujemy najpierw réwnanie jednorodne

u — Zu=0.
T

Stad
u=Czg

jest CORJ. Uzmienniamy stata:
u=C(x)r, u =C"(z) z+C(x).

Podstawiamy u i v’ do réwnania niejednorodnego i otrzymujemy

/ 1 _ o
C'(z) -+ C(x) xC’(x) T=——
skad
Inx
Cl(l’) = —?
Wiec

1 1
C(;p):_/n—;dm ‘lnm:t,—dm:dt,m:et‘
x x

1
:—/te*tdt:te*t+e*t+(}:—(1na:+1)+C.
x
Zatem )
u:((lnx—i-l)—i-C’)-x:lnx—i-l—i-Cx, x>0, CeR
x
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Catka ogblng rownania Bernoulliego jest wiec

1

y:lnx—l-l-i-Caz'

Podstawiajac teraz do ostatniego wzoru warunek poczatkowy y(1) = 1 otrzymamy

l=— — skad C=0.
0rirc Sad =0

Ostatecznie catka szczegblna, bedaca rozwiazaniem danego zagadnienia poczatkowego, jest

1 _
:lnx—i—l’ Te (e l;oo).

y(x)

Dziedzing tej funkcji ustaliliémy wybierajac z dwéch mozliwych przedzialéw (0;e~1)

i (e71500) (>0 A Inz+1%#0) ten drugi, bo do niego nalezy xo = 1.

Cwiczenia
1. Wyznaczy¢ catki ogélne rownan:
a) y' +ay = €™
emx
Odp. y = Ce™** + oy jesli m # —a, y = Ce™ 4+ xe™*, jedli m = —a.
m+a

b) y'sinz —y =1 — cos x;

Odp. y = (a:—I—C)tgg.

dy 1
c) == = —
dxr  xcosy -+ asin2y
Odp. z = Ce™Y — 2a(siny + 1).
d) ¥ + 2zy = 22%y%;
1 1
Odp. — = Ce* + 2% + -
y? 2
e) 3y*y +y’ +a=0;
Odp. y3 =Ce ™ —z + 1.
f) zy' — 4y = 2% /y.
Odp. y = 2*(In/z + O)2.

2. Rozwiaza¢ zagadnienie poczatkowe
dy Yy
{ T2 VY
y(0) =1

Ll

2
Odp. y = (—;(1 —2?) + é(1 — x?) ) , x € (—1;1).

3
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3. Znalez¢ rodzine krzywych, dla ktérych pole tréjkata utworzonego przez styczna w
dowolnym punkcie, promien wodzacy punktu stycznosci i 0§ odcietych jest wielkoécia

stala i réwna a? .

Odp. zy = +a® + Cy>.

4. Natezenie pradu w cewce o opornosci R, samoindukcji L i sile elektromotorycznej
E spelnia réwnanie rézniczkowe '
L% + Ri=F.
Zmalezé zalezno$é natezenia pradu od czasu ¢ przyjmujac R i L jako stale, jedli sita

elektromotoryczna jest réwna

a) E =up (jest stala);

Odp. i(t) = Ce i 4 20

b) E = kt. (jest wprost proporconalna do czasu);
k kL

Odp. i(t) = Ce" Tt + T

c) F = Asinwt.

Odp. Z(t) =Ce 1"+ m

%, AR (
R

. wlL
sinwt — — coswt | .
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3 Rownania rézniczkowe wektorowe

3.1 Wiadomosci wstepne

W tym rozdziale zajmujemy sie réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi, w ktérych nie-
wiadome funkcje przyjmuja wartoéci w przestrzeni wektorowej. Ograniczymy sie do przy-
padku, gdy przestrzenig wektorowa jest n-wymiarowa przestrzen euklidesowa R". Przypo-
minamy, ze oprécz pojeé algebraicznych zwiazanych z przestrzenig wektorowa, takich jak
pojecie liniowej niezaleznosci uktadu wektoréw, bazy, wymiaru, mamy w R™ pojecia topo-
logiczne, zwigzane ze struktura metryczng tej przestrzeni. Sa to takie pojecia jak norma
wektora x, odlegltosé miedzy punktami z R™, otoczenie punktu, zbiér otwarty, zbieznosé
ciagu punktéw, ciagto$¢ odwzorowan o wartosciach w R". Jak wiadomo, w przestrzeni R”
mozna uzywac réznych norm. Wszystkie normy w przestrzeniach skonczenie wymiarowych,
a taka jest przestrzen R", sg rownowazne. Generuja one ten sam rodzaj zbieznosci ciagu
punktow w R”, jest nig zbieznos¢ po wspétrzednych. W dalszym ciagu uzywaé bedziemy

normy euklidesowej. Dla x = (x1,...,2,) € R" przyjmujemy

n
> lwil* oraz x| = |z|, gdy n=1.
=1

Podamy teraz kilka podstawowych pojeé i faktéw zwigzanych z funkcjami wektorowymi.

Funkcjg wektorowq argumentu rzeczywistego t € I, gdzie I jest przedzialem w R, nazywa-
my funkcje
x: I — R"

I>tr— x(t) = (21(t),22(t),...,zn(t)) € R™.

W przypadku n = 1, funkcje x(-) oznaczamy przez x(-) i nazywamy funkcjg skalarng.
Funkcje skalarne z;(-) : I — R, wystepujace w definicji funkcji wektorowej x(-), nazywa-
ja sie funkcjami wspotrzednymsi funkcji wektorowej.

Funkcja wektorowa x(-) = (z1(-),...,zn(-)) jest ciagla, rézniczkowalna, catkowalna na I
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej funkcje wspélrzedne z;(-) sa odpowiednio ciagle,
rézniczkowalne, catkowalne na 1.

Pochodna x'(ty) funkcji wektorowej x(-) w punkcie ¢y definiujemy jako wektor o wspdl-

rzednych (2 (to), -+, 2!, (t0)). Podobnie przyjmujemy ze,
b b b
/x(t)dt: /xl(t)dt,...,/ en(t)dt ) .

x: (o 8) =1 —R?,

Funkcja wektorowa
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(a3 8) 3t +— x(t) = (a1(t), 22(t), 23(1)) € R,

gdzie o funkcjach x1(-), z2(-), x3(+) zakladamy, ze sa klasy C! na (a;f) i dla kazdego
t € (a;8), jest (2))2(t) + (25)2(t) + («%)2(t) > 0, wyznacza w przestrzeni R?® krzy-
wa klasy C!. Oznaczmy te krzywa przez I'. Wtedy punkt x(a) = (21(a), z2(a), x3(a))
jest poczatkiem krzywej I', a punkt x(3) jej koncem. Dla kazdego ty € («;[3), wektor
x'(to) = (2 (to), x5(to), x5(to)) jest wektorem stycznym do krzywej I' w punkcie x(tp).
Jezeli zmienna niezalezna ¢ interpretowaé bedziemy jako czas, to funkcje wektorowa x(+)
mozemy interpretowaé jako ruch w R3. Wraz ze zmieniajacym sie ¢, zmienia si¢ potozenie
punktu x(t). Krzywa I' jest wéwczas torem, po ktérym porusza sie punkt x(t). Méwimy, ze
[ jest trajektoria tego ruchu. Wektor x'(tg) interpretujemy jako wektor predkosci punktu
x(t) w chwili tg.

Rys. 1

Oproécz funkeji wektorowych jednej zmiennej rozpatrywaé bedziemy funkcje wektorowe
wielu zmiennych. Przyktadowo f : R® — R™ jest funkcja wektorowa n zmiennych. Pi-
szemy wowcezas f(x) = (fi(x1,...,2n), ..., fm(21,...,2,)). Funkcja wektorowa f jest
ciagla w obszarze (2 C R" wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej funkcje wspdlrzedne

fi : @ — R, ktoére sa funkcjami skalarnymi n zmiennych, sg ciagle.

Rozpatrywaé bedziemy réwnania rézniczkowe postaci
x'(t) = f(t, x(t))

z niewiadoma funkcja wektorowa x = x(t) = (z1(t), ..., zn(t)), argumentu rzeczywistego t.
O funkcji wektorowej f : I x Q2 — R" zakladamy zawsze, ze jest ciagla zbiorze D = I x €2, ,
gdzie I jest przedzialem w R, a Q — obszarem w R”. Funkcja wektorowa f jest zatem
funkcja n + 1 zmiennych. Réwnanie x'(t) = f(¢,x(t)) zapisywaé¢ bedziemy w dalszym
ciagu krétko w postaci

x' = f(t,x). (1)
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Jedli n = 1, to réwnanie (1) nazywa sie réwnaniem skalarnym. Wszystkie poprzednio
rozpatrywane réwnania byly réwnaniami skalarnymi. Jezeli réwnanie (1) rozpiszemy po

wspotrzednych, to otrzymamy uklad n réwnan skalarnych

dx
ditl = fl(tul‘la" . 7xn)7
: (2)
dzp,
% = fult, 21, ).

Definicja 3.1 Rozwiazaniem réwnania (1) nazywamy funkcje wektorowa x(-) okreslona

i rozniczkowalng na pewnym przedziale Iy C I taka, ze
Vier, (x(t)) €Q i x/(t) = £(¢,x(t)).

Rozwigzaniem uktadu (2) nazywamy uklad funkcji skalarnych x1(-),. .., z,(-), okreslonych

i rézniczkowalnych na pewnym przedziale Iy C I i spelniajacych warunki
Vier, (z1(t),...,2n(t) € Q 1 2i(t) = fi(t,21(t),...,zn(t)), i=1,...,n.

Zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania wektorowego (1) zapisuje sie analogicznie jak dla

rownania skalarnego:

{ x' = f(t,x), ©

X(to) = X0,

gdzie (tg,xg) € I x . Dla ukladu (2) warunki poczatkowe maja postaé
z1(to) = o1, - - -, Tn(to) = Ton,

gdzie to € I i (xo1,...,%0n) € 2 sa danymi poczatkowymi.

Definicja 3.2 Calkq ogdlng uktadu (2) nazywamy rodzine rozwiazan

Tr1 = SUl(t,Cl,. . .,Cn),

Tn ::cn(t,Cl,...,Cn), t el

tego ukladu zalezng od n parametréw C1,...,C,, ktére mozna tak dobraé, by otrzymac
rozwiazanie zagadnienia (C) dla kazdego uktadu wartosci poczatkowych tg, (z10, ..., Zno),
dla ktérych rozwiazanie istnieje i jest jednoznaczne. Problem istnienia i jednoznacznosci

rozwigzan uktadéw réwnan rézniczkowych oméwiony bedzie w nastepnym paragrafie.
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Szczegblnym przypadkiem ukladéw rownan rézniczkowych sa uktady liniowe. Ogélna po-

sta¢ uktadu liniowego jest nastepujaca:

dx
dTl = a1 (t)z1 + . .. arn(t)zn + b1 (1),
; (3)
dx,
= an1(t)x1 + . .. app(t)xn + by (t),

gdzie a;j(-) oraz b;(-) sa danymi funkcjami ciaglymi w I C R. Powyzszy uktad mozemy

zapisa¢ w postaci macierzowej

da:l
E (In(t) (Iln(t) Tl bl(t)
N I BN (4)
dwy ani(t) ... ann(t) Tn b (t)
dt
lub krétko
dx
i A(t)x+b(t), tel, (5)

gdzie A(t) = [ai;j(t)]lnxn Jjest macierza wspélczynnikow tego ukladu, b(t) = [b;(t)]nx1
— dana funkcja wektorowa. Jezeli b(t) = 0, to uktad liniowy (5) nazywa sie ukladem

jednorodnym. W przeciwnym wypadku jest to uktad niejednorodny.

Do réwnan typu (1) mozna w szczegdlnosci doprowadzi¢ réwnania skalarne n — tego rzedu.

Rozpatrzmy réwnanie

2™ = f (t, x, 2, ... ,x("_l)) , (6)
gdzie funkcja skalarna f jest ciagla na zbiorze I x Q C R™"!. Oznaczamy niewiadoma
funkcje x przez x1 i nastepnie wprowadzamy nowe funkcje o, ..., x, przyjmujac

o o . _ .(n—-1)
Ta=27 =2, T3=To=2T , ..., Tpn==T, | =2 .
Wtedy
T, = 2 = flt,x, 29, .., 2p).

W ten sposob otrzymujemy uktad réwnan
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Oznaczajac teraz przez x(-) funkcje wektorowa o wspélrzednych (x1(-),...,2z,(+)) oraz
przyjmujac f(t,x) = (v2,x3,..., Ty, f(t,x1,22,...,2,)) mozemy uklad (7) zapisa¢ w po-
staci

x' = f(t,x).

Pierwsza wspolrzedna szukanej funkcji wektorowej x jest szukang funkcjg skalarng z réw-
nania (6).

Roéwnania rézniczkowe wektorowe rzedu pierwszego postaci (1) obejmuja wiec do$¢ szero-
ka klase réwnan i uktadéw réwnan rozniczkowych. Wiele twierdzen dotyczacych réwnan
wektorowych mozna tatwo przeniesé na uktady rownan rézniczkowych skalarnych oraz na

rownania skalarne wyzszych rzedow.

3.2 Twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci

W tym paragrafie sformutujemy podstawowe twierdzenia o istnieniu i jednoznaczoéci roz-
wigzan zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania wektorowego rzedu pierwszego. Dowody tych

twierdzen, z powodu braku odpowiednich narzedzi teoretycznych, pominiemy.

Definicja 3.3 Moéwimy, ze funkcja wektorowa f : I x  — R", gdzie 2 C R"”, spetnia

warunek Lipschitza ze wzgledu na zmienna wektorowa x jezeli

Ar>0 Vier Yxxeq [[(tx) — £(8,X)|| < Llx —X]|. (8)

Stata L wystepujaca w tej definicji nazywa sie stalqg Lipschitza.

Latwo zauwazy¢, ze funkcja wektorowa f(t,x) = (f1(t,x1,.. ., Zn)s-- o, fults @1, ... 20)),
spelnia na zbiorze I x 2 warunek Lipschitza wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej funkcje
wspolrzedne f; spelniaja warunek Lipschitza ze wzgledu na zmienne =x1,...,z,, to

znaczy, gdy

n
31,50 Vier Vigr,an) @ men filt i an) = fi(6, T, Fn)| < Liy | D |oe — Tl
k=1

Sprawdzenie na podstawie definicji, ze funkcja skalarna f spelnia warunek Lipschitza moze
by¢ trudne. Dla funkcji, z ktérymi najczesciej bedziemy mieli do czynienia jak na przyktad
dla funkcji klasy C!, mozemy skorzystaé¢ z nastepujacego faktu:

A[pt] Jezeli wszystkie pochodne czgstkowe e funkcji skalarnej f sq ograniczone na
zbiorze I X2, to funkcja f na zbiorze I x$§) spetnia warunek Lipschitza wzgledem zmiennych

Llyeeey Iy
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Twierdzenie 3.1 Zatozmy, ze £ : I x R" — R", gdzie I jest przedziatem w R, jest
funkcjq ciggle oraz dla kazdego domknietego i ograniczonego przedzialu Iy C I, £ spelnia
na Iy x R™ warunek Lipschitza wzgledem zmiennej x. Wtedy dla kazdego (to,xo) € I x R™

istnieje dokladnie jedno, okreslone na calym przedziale I, rozwigzanie x(-) zagadnienia

{ x' = f(t,x),

x(tg) = Xo.

(©)
Rozwigzanie to jest granicq ciggu funkcyjnego (Xx,(+)) okreslonego nastepujgco

X1 (t) = %0 + /ttf(s,xn(s)) ds,

xo(t) =%, t€l, n=0,1,....

(9)

Cigg (xn(+)) jest zbieiny jednostajnie do rozwigzania X(-) na kazdym domknietym prze-

dziale Inp = (a;b) C I. Ponadto zachodzi oszacowanie

LA™
sup. [xa(t) — x(O) < L2 (22 1) sup [xi(6) - xoll (10)
te(a;b) n. te(a;b)

gdzie L jest stalg Lipschitza, a A = max{ty — a,b — to}.
Ciag (x,(-)) zdefiniowany wzorem rekurencyjnym (9), nazywa sie ciggiem kolejnych przy-
blizen Picarda.

Dla rownania skalarnego
y/:f(xvy)a f:IXR—>R7

ciag kolejnych przyblizen Picarda ma postaé

T

gt =yt [ (5 un(s)) ds (1)

yo(t) =wo, z€l, n=0,1,...,

a warunek Lipschitza dla funkcji f zapisuje sie nastepujaco
>0 Vaer Vyger |f(z,y) — f(z,7)| < Lly — 7. (12)

Przykltad 3.1 Znajdziemy rozwiazanie zagadnienia

{ y —ay = a®,
y(0) =1

najpierw metoda kolejnych metoda kolejnych przyblizen, a pdzniej wyznaczymy rozwia-

zanie doktadne i poréwnamy oba rozwiazania. Zapisujemy dane rownanie w postaci

y' = ;Uy—l—:L‘3.
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Zatem f(x,y) = zy+ 3. Oczywiscie f jest ciagta na R x R oraz dla dowolnego przedziatu
domknietego (a;b) C R oraz dla dowolnych x € (a;b) i y,7 € R mamy

3‘:

flxy) — f(@,9)]=|lzy+2° —2ag—2%| = |z ly—7| < L- |y — 7|,

gdzie L = max{|a|,|b|}. Zatem f spelnia zalozenia twierdzenia 3.1. Wyznaczymy kilka
poczatkowych wyrazéw ciagu kolejnych przyblizen. Korzystamy z wzoréw (11), ktére w

tym przypadku beda mialy postaé

X
vo(z) = 1, yosi(z) =1+ /0 (5 - yn(s) + 5%)ds.
Mamy zatem

Yo(z) =1,

1
y1(x )—1+/ (s- 1+s)—1—|—2x +4w

1 1 3 1
y=1 =1 —
+/< ( s+4) )ds +2:c+8x+24x
1+/( <1+3 +3s+1 >+33>ds—
a 8 24" -

Stz Sty Ty Lus
= x 4+ —x’ 4+ —2x°, itd.
2 8 16 184
Rozwiazanie y(-) danego zagadnienia jest granica ciagu (y,(-)), przy czym ciag ten jest
jednostajnie zbiezny do rozwiazania na kazdym przedziale domknietym (a;b) C R.
Rozwiazaniem dokladnym zagadnienia (x) jest

y(x) = 3e2% — 22 2,
Otrzymamy je rozwiazujac réwnanie liniowe metoda uzmienniania statej i podstawiajac
do otrzymanej calki ogélnej warunek poczatkowy. Przedstawmy rozwigzanie doktadne w
postaci szeregu Maclaurina.

1,2 1,2 1,2\3
_ phd (Q'r) (Ex) 2 .
y(x)—3<1+1!+ 51 + 3l + | -2t —-2=

1., 3
=1 —_ 78
+o00 et 4 el et + ()

Poréwnujac kolejne przyblizenia z rozwiazaniem dokladnym zapisanym w postaci szeregu
(%*) zauwazamy, ze sumy czesciowe tego szeregu réznia sie od odpowiednich wyrazéw ciagu
kolejnych przyblizen tylko ostatnim sktadnikiem. Oba ciagi, ciag sum czedciowych szeregu

(x%) 1 ciag kolejnych przyblizen Picarda, sa zbiezne do rozwiazania zagadnienia (*).

Zastosujemy teraz twierdzenie Picarda do wykazania istnienia i jednoznacznosci rozwigzan

zagadnienia Cauchy’ego, dla réwnania liniowego wektorowego (5). Mamy tutaj

£(£,%) = A(t)x + b(t),
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gdzie A(t) = [aij(t)]nxn, b(t) = [bj(t)]nx1, aij(-), bj(-) sa danymi funkcjami ciagtymi w
przedziale I C R. Niech Iy C I bedzie dowolnym, domknietym i ograniczonym przedzialem
zawartym w I. Pokazemy, ze funkcja wektorowa f spelnia w zbiorze Iy x R™ warunek
Lipschitza (8). Istotnie, niech t € Iy, x,X € R". Wtedy

[£(t,x) — £(t,X)|| = [[A(H)x + b(t) = A()X = b(t)|| = [A#)(x - X)| =

[ an(t)(ml — Tl) + -+ a1n(t)($n — xn)

L an1(t)(z1 —T1) 4+ - + ann(t) (20, — Tp)

2 2
= (Z alj(t)($j — :Lj)) + -+ (Z anj(t)(l‘j - ‘I‘J)) <
j=1 Jj=1

do kazdego sktadnika pod pierwiastkiem

stosujemy nieréwno$é¢ Cauchy’ego

N
M=
S
s
=
N
—~
K}&
|
J
e
T
+
WE
3gl\3
iy
=
5
QH
|
2
e
|

7j=1 7j=1 7j=1 7=1
n n n
= Z a%] (t)+---+ Z a%j(t) Z(% T;)? =
j=1 j=1 j=1

b3 a%ja)-JZ(:cj—mj)? < J,Z a2 - |x—x] = Lljx — %I,

i,j=1

gdzie

n
a;j = sup |a;j(t)| oraz L = Z a%j .
tEIo i,jzl

n
Zatem funkcja f spelnia w zbiorze Iy x R™ warunek Lipschitza ze stala L = Z afj .

ij=1
Zgodnie z twierdzeniem Picarda zagadnienie

{ x' = A(t)x + b(t),
x(to) = xo

ma dla dowolnego (tp,xg) € I x R™, dokladnie jedno rozwiazanie okreslone na calym

przedziale I. W szczegdlnosci jedynym rozwigzaniem zagadnienia

{ x' = A(t)x,
X(to) =0

jest rozwiazanie zerowe x(t) = 0.
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Przyktad 3.2 Znalezé przyblizone rozwiazanie zagadniania

poprzestajac na trzecim przyblizeniu. Oszacowaé btad trzeciego przyblizenia w przedziale

I = <f%; %>

Rozwigzanie: Oznaczmy:

X—B”,A@—W@Flij],%—[ﬂ.

Wtedy dane zagadnienie mozna zapisa¢ w postaci

x' = A(t)x,
x(0) = xo.
Niech A = [ajjlax2, gdzie a;; =suplai;(t)]. Wowczas
tel
1
5 1 /1 1 V10 11 1
_ |2 _ _ _ _
A—ll é‘| oraz L— Z+1+1+Z—T, )\—max{g,g}—§

Konstruujemy ciag kolejnych przyblizen. Na podstawie (9) mamy

t 1
mﬂwzm+/A@m@M,@mxm:01:m@
0
Stad
1 t -1][1 1] ¢ 1 142
x1(t) = +/ ° ds = +  lds = + | 2 =
0 o1 s||0 0] Jo|1 0 t
1+ i
— . :
1 t —1 ][ 1+1s? 1 tl o 1s?
xa(t) = —i—/ ° LA P —i—/ 2832 ds =
0 o |1 S s 0 0| 1+3s
1 1
|1 N st _ 1+ 5t
0 t+ 53 t+ 363 |

xs(t) = 1 +/t s =1 ][ 1+4s? e — 1— 3t + 5t | [ =i(t)
° 0 o1l s s+ 583 t4 23+ 40 zo(t) |

W oszacowaniu bledu trzeciego przyblizenia skorzystamy z nieréwnosci (10).

3
up, ) = < S (1) _sup a6 =) =
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1,2
1
sup [[x1(t) —xo(t)[| = sup HlQ ]IIZ

te(~3:3) te(-3:3) L ¢t
T 1 JI7
= sup \/t4+t2: —_ 4= —

re(-14) s

1/10)3 V1
_ G - ) (ei 10 1) 87<0,06

Przyktad 3.3 Stosujac metode kolejnych przyblizen znalezé rozwigzanie zagadnienia
o 4 tr =13+t +2,
z(0)=1, 2/(0)=0.

Rozwiagzanie: Przyjmujac x = x1 i 2/ = z9, dane zagadnienie Cauchy’ego
dla réwnania skalarnego rzedu drugiego zapisujemy w postaci réwnowaznego zagadnienia
Cauchy’ego dla uktadu dwoch dwéch réwnan skalarnych rzedu pierwszego

x| = w9,

zh=—tr +t3+t+2,

z1(0) = 1,

x22(0) =0 .

Uktad (x) zapisujemy nastepnie w postaci wektorowe;

{ x' = A(t)x + b(t),
x(0) =x%¢ ,

gdzie
0 1 0 1
x=|" ], A@) = L ob) = . X0 = .
2 —t 0 P+t +2 0
Wyrazy ciagu kolejnych przyblizen Picarda wyrazaé si¢ beda wzorami

xo(t) = X0, Xpi1 =Xo+ /Ot(A(s)xn(s) + b(s))ds.

Zatem
T
Xo(t) = ,
o(t) o |
(1] tifo 1 1 0 1
X1 () = +/ o, ds = L |
_0_ 0 —-s 0 0 s°+s+2 2t+1t

0
s+ s+2

xa(t) = (1) +/0t<[(18 (1)1

1
+
23—1—%32 ]

1+ Lt
L 2+ i
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Podobnie

X3(t):[ 2t—it7
140

2 145
1+ 82+ 55t ]
2 1 48
L+ =t |
2t — ggt’ |’

X4 (t) = [
140

Latwo zauwazy¢, ze ciag (x5 (t)) jest zbiezny do funkcji wektorowe;j

142

x(t) = o

przy czym zbieznosé ta jest jednostajna w kazdym przedziale domknietym (—a;a) C R.

)

Pierwsza wspoétrzedna funkcji x(¢), czyli funkcja z1(t) = 1 + 2 jest rozwigzaniem zagad-

nienia (x). Mozna si¢ o tym przekonaé¢ bezpo$rednim sprawdzeniem.

Zaltozenie, aby funkcja f spelniala warunek Lipschitza wzgledem x w calej przestrzeni
R™ jest duzym ograniczeniem stosowalnosci twierdzenia Picarda. Dlatego formuluje sie

twierdzenie z nieco stabszymi zatozeniami odnosnie funkcji f.

Definicja 3.4 Mowimy, ze funkcja f spelnia w zbiorze I x Q lokalny warunek Lipschitza
wzgledem x € Q C R”, jezeli dla kazdego (t9,x¢) € I x ) istnieja: otoczenie U =
Utty,xo) C I x Q punktu (tg,xp) oraz stala Ly >0, takie ze

Hf<t7x) - f(t7i)H < LUHX - i||

dla wszystkich (¢,x), (t,X) € U.

Twierdzenie 3.2 Jezeli funkcja £ : 1 x Q — R"™, gdzie Q) jest obszarem w R™, jest

ciggla i spelnia lokalny warunek Lipschitza wzgledem x, to dla kazdego (to,xo) € I x

{ x' = f(t,x) ©)

x(to) = X0

zagadnienie Cauchy’ego

ma dokladnie jedno rozwigzanie okreslone w pewnym przedziale (to — d;t9 + ) .

Z twierdzenia powyzszego wynika, ze rozwiazanie x(-) zagadnienia (C) okreslone jest w
przedziale domknietym (ty — d;tg + 0), gdzie ¢ jest pewna, dostatecznie mala, dodatnia
liczba rzeczywista. Zdrugiej strony wiadomo (poréwnaj twierdzenie 1.1, prawdziwe réw-
niez dla rownan wektorowych), ze kazde rozwiazanie zagadnienia (C) mozna przedtuzy¢
do rozwiazania globalnego, okreslonego w pewnym maksymalnym przedziale otwartym
Iy, = (a; B) C I. Przedzial I, moze, ale nie musi pokrywaé sie z przedziatem I. Zilustru-

jemy powyzszy fakt nastepujacym przyktadem
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Przyktad 3.4 Znalezé rozwiazanie zagadnienia

o =a?+1,
{ z(0) = 0.

Rozwiazanie:

Mamy do czynienia z réwnaniem skalarnym, w ktérym funkcja f(t,2) = 22 + 1 jest

okreslona i ciggla w zbiorze I x 2 = R x R. Zauwazamy, ze jest to réwnanie o zmiennych

rozdzielonych. Wyznaczamy catke ogdlna:

d
/x2j_1:/dt = arctgr =t+C,

wiec catka ogdlna jest rodzina funkcji
r=tg(t+C), CeR.
Po podstawieniu danych poczatkowych otrzymujemy C' = 0. Rozwiazaniem naszego za-

gadnienia jest zatem funkcja

s

2(t) = tgt, t € (—2;2) =1, A1 =R

Twierdzenia 3.11 3.2 nazywaé bedziemy odpowiednio : globalnym i lokalnym twierdzeniem

Picarda.

Przykltad 3.5 Rozpatrzmy réwnanie skalarne
y = +y% ()

Funkcja f(z,y) = 22 + 32 jest ciagla w zbiorze R x R, ale nie spetnia w tym zbiorze

warunku Lipschitza. Mamy bowiem
f(z.y) = f@.g)] =a? + 92 —2* =G| =y + 7] - [y - 7.

Zatem nie istnieje stata L taka, by dla wszystkich y,7 € R spelniony byt warunek

Jezeli jednak rozpatrzymy dowolny pas R x (—a;a) C R X R, to f spelnia w tym pasie
warunek Lipschitza z dowolng stala L > 2a. Zatem kazdy punkt (zg,y0) € R x R ma
otoczenie, w ktorym spelniony jest warunek Lipschitza ze wzgledu na zmienng y. Przez
kazdy punkt plaszczyzny przechodzi zatem dokladnie jedna krzywa catkowa réwnania (x).
Znajdziemy przyblizone rozwiazanie réwnania (%) przy warunku poczatkowym y(0) = 0.

Kolejne przyblizenia wyrazajg sie wzorami

Ynt1(z) =0+ /Ogg(s2 + y2(s))ds.
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Zatem
Yo(z) =yo = 0,
z 1
yi(x) = 0+/ s> ds = —a,
0 3

(v) 0+/x 2+(13>2d 13+17
x) = s =S s=-z"4+ —x
Y2 0 3 3 63"

63 3 63

2079 59532

@ 1 1 .\? 1 1 2 1
ys3(x) =0+ / <32 + (333 + s7> ) ds= a2+ —a’+ ot 4 — 215
0

Mozna wykazaé, ze rozwigzanie globalne réwnania (%), spelniajace warunek y(0) = 0 jest

okreslone na pewnym przedziale (—a; a), podczas gdy kolejne wyrazy ciagu kolejnych przy-

blizen tego rozwiazania sa wielomianami, a wigc funkcjami okreslonymi w caltym R. Ciag

(yn(-)) jest zbiezny jednostajnie do rozwiazania y(-) tylko w pewnym otoczeniu punktu

xg = 0. Przyblizone krzywe catkowe tego réownania rysowaliSmy w rozdziale 1 metoda

izoklin (Przyklad 1.3, str. 15).

Cwiczenia

1. Wykazaé, ze jezeli funkcja wektorowa f:R"™ — R" jest klasy C, to dla kazdego

to,x0) € (R x R™) zagadnienie Cauchy’ego
(to,x0) € ( g y'eg

{ x' = f(x),

X(to) = X

ma dokladnie jedno rozwiazanie.

Wskazowka: Wykazaé, ze f spetnia w R” lokalny warunek Lipschitza.

2. Uzasadnié, ze funkcja skalarna f(x,y) = 3y§ nie spetnia warunku Lipschitza wzgle-

dem y w zadnym otoczeniu dowolnego punktu lezacego na osi OX.

3. Uklad réwnan

) {m’l’—3m1—4m2:0, b) {m’{+3x’2’—x1:0,

xg—l—ﬂzl-l-xQ:O

x) + 3ah — 229 =0

zapisa¢ w postaci jednego réwnania wektorowego rzedu pierwszego.

4. Wyznaczy¢ przyblizone i dokladne rozwigzanie zagadnienia

o —x =1t
z(0)=1.
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5. Wyznaczy¢ przyblizone rozwiazanie zagadnienia poprzestajac na trzecim przyblize-

niu
) =2x9 — a1 + 1,
xh = 3x9 — 221,
1‘1(0) = 0,
xQ(O) =0.

Ktory wyraz ciggu kolejnych przyblizen spelnia warunek
sup |[|xn (t) — x(t)[| < 0,01 7

te(—1;1)
342 1 143
t— 3124+ 1t

. Dziesiaty.
—5t2 + 4t !

Odp. x3(t) = [

. Wyznaczy¢ przyblizone rozwiazanie zagadnienia

2 +elx =t,
z(0) =1, 2/(0) = 1.
Poprzestaé¢ na drugim przyblizeniu.

1
Odp. z(t) = e’ + Et?"
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3.3 Uklady liniowe

Bedziemy teraz rozwazaé zdefiniowane wczesniej uktady liniowe

d
% = a11 ()21 + . .. + a1n(t)zn + b1 (1),

; (3)
dz,
- = an1(t)z1 + ...+ app(t)xn + b,(t), tel,

ktore w zapisie wektorowym przyjmuja postac

% =A(t)x + b(t), te l.legno(b)

O funkcjach, A(-) = [aij(-)]nxn, b() = [bj(-)]nx1, zakladaé bedziemy w dalszym ciagu,
ze sa ciagle w pewnym przedziale I C R, ktory w szczegdlnoéci moze by¢ cala prosta.
Jak to bylo wykazane, réwnanie (5) ma przy dowolnym ¢y € I, x¢ € R", dokladnie jedno
rozwiazanie x(-) okreslone na I, spelniajace warunek x(¢y9) = x9. W szczegdlnosci jedynym
rozwigzaniem zagadnienia

x' = A(t)z,

x(tp) =0
jest funkcja wektorowa zerowa 0(-) tzn. taka, ze x(t) = 0 dla kazdego t € I.
Zajmiemy sie wyznaczeniem ogdlnej postaci rozwiazania réwnania (5). Podamy na pocza-

tek kilka definicji i faktow potrzebnych w dalszej czeSci.

Definicja 3.5 Uklad {xi(-),...,x%(-)} dowolnych funkcji wektorowych x; : I — R"
nazywamy liniowo zaleznym na I, jezeli istnieja skalary A1, Ag, ..., Ax nie wszystkie réwne
zero, takie, ze

Axi () + 4 Aexp (1) = 0(),

gdzie symbolem 0(-) oznaczyliémy funkcje wektorowa zerowa.
Zapis
Aixa(e) 4o+ exp() = 0(:)

nalezy rozumieé¢ nastepujaco:
Vier Mixi(t) + -+ \pgxp(t) =0 .

Z powyzszej definicji wynika, ze jesli uklad funkcji wektorowych {xi(-),...,xk(-)} jest
lintowo zalezny na I, to uklad wektorow {x1(t),...,xx(t)} jest liniowo zalezny w R™ dla
kazdego t € I.

Uktad funkcji wektorowych {xi(-),...,xx(-)} nazywa sie liniowo niezaleznym na I jezeli

nie jest liniowo zalezny na I.
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Whniosek 3.1 Jezeli dla pewnego to € I uklad wektorow {x1(to),...,xxk(to)} jest liniowo
niezalezny w R™, to uklad funkcji wektorowych {x1(-),...,xx(-)} jest liniowo niezaleiny

na przedziale I.

Definicja 3.6 Wronskianem uktadu n funkcji wektorowych
z11(") T1n ()

x1<-): RN Xn(-)z

w punkcie ¢ € I nazywamy wyznacznik

:1311(t) Ce xln(t)

Wlt,X1,...,Xn) = : :
Tni(t) ... xpp(t)

Twierdzenie 3.3 Jezeli Wlty,X1,...,X,] # 0, dla pewnego ty € I to uklad funkcji

wektorowych {x1,...,X,} jest liniowo niezalezny na I.

D o w 6 d: Rozpatrzmy zwiazek
A1X1 (to) + -+ )\an(tQ) =0
rownowazny jednorodnemu uktadowi réwnan liniowych

Mz11(to) + ...+ Anzin(to) =0

)\L'Unl(to) 4+ ...+ )\niﬁnn(to) =0

z niewiadomymi Aq, ..., \,. Jego wyznacznik gtéwny W jest wronskianem uktadu funkcji
wektorowych {x1,...,%x,} w punkcie ¢y. Z zalozenia jest on rézny od zera. Stad jedynym
rozwigzaniem powyzszego ukladu réwnan jest rozwiazanie zerowe A; = 0,...,A, = 0.
Zatem wektory x1(to), ..., Xn(to) sa liniowo niezalezne w R™ a stad na podstawie wniosku

3.1 wynika liniowa niezalezno$¢ ukladu funkcji wektorowych {xi(-),...,xn(-)}. O
Rozwazmy teraz réwnanie liniowe jednorodne

dx
i A(t)x =0. (13)

Oznaczmy przez L(x) lewa strone tego réwnania, to znaczy

L(x)(t) = x — A(t)x.
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Operator
L:CYI,R") — C°(I,R™)

przyporzadkowuje kazdej funkeji wektorowej x, klasy C* na I, funkcje wektorowa L(x),
ciagla na I. Operator L jest oczywiscie operatorem liniowym. Zatem catka ogélna réwnania

(13), to znaczy zbidr rozwiazan réwnania

jest jadrem operatora L, a wiec jest podprzestrzenia przestrzeni C! (I,R™). Wynika stad w
szczegblnoscei, ze jesli funkcje wektorowe x;(+), . .., xx(+) sa calkami réwnania (13), to kazda
funkcja postaci x(-) = \ix1(+) + ... + M\exk(+), gdzie A1, ..., A\; sa dowolnymi stalymi, jest
tez calka tego réwnania. Oznaczmy przez M = ker L zbior wszystkich rozwigzan réwnania

jednorodnego (13).

Twierdzenie 3.4 Zbidr M, rozwigzar réwnania liniowego jednorodego x' = A(t)x, jest

n-wymiarowq podprzestrzeniq przestrzeni C*(I,R™).

D ow 6 d: WprowadZzmy zapis {x1,...,xx} € (LN); na oznaczenie faktu, ze
uktad funkcji wektorowych {xi(-),...,xx(-)} jest liniowo niezalezny na I. Analogicznie
zapis {x1,...,x;} € (LZ); oznacza, ze uklad jest liniowo zalezny na I. Podobnie przez
{x1(to),...,xx(to)} € (LN)gn, ({x1(t0), ..., xk(to)} € (LZ)gn) bedziemy oznaczaé uktady
wektoréw liniowo niezaleznych (liniowo zaleznych) w R™. Niech  xi(-),...,xx(-) € M.

Uzasadnimy najpierw implikacje
{Xl, R ,Xk} S (LN)I = Vte[ {Xl(t), Ce ,Xk(t)} S (LN)R" (*)

Przypusémy, ze dla pewnego to € I jest {xi(to),...,xk(to)} € (LZ)gn. Woéwczas istnieja
stale A1, ..., Ak, nie wszystkie réwne zero, takie ze A\;xi(to)+. ..+ A\gx(t9) = 0. Rozwazmy
funkcje x(-) dana wzorem x(t) = A\ix1(t)+...+ \gxi(t),t € I. Oczywiscie x(-) € M oraz

x(tg) = 0. Zatem funkcja x(-) jest rozwiazaniem zagadnienia

{ x' = A(t)z,
X(to) =0.

Ale jedynym rozwiazaniem tego zagadnienia jest funkcja zerowa, wiec x(-) = 0(+). Wynika
stad, ze {x1,...,x;} € (LZ),.

Udowodnimy teraz, ze dim M = n. Pokazujemy najpierw, ze dim M < n. Istotnie, gdyby
istnial liniowo niezalezny uktad {x;(:),...,xx(:)} C M, gdzie k > n, to na na mocy impli-
kacji (x), wektory {x1(¢),...,xx(t)} bylyby liniowo niezalezne w R", a to jest niemozliwe,

bo dimR"™ = n. Z drugiej strony wezmy dowolny uktad wektoréw {xio,...,Xn0} € (LN)gnx
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oraz rozpatrzmy uklad funkcji wektorowych {xi(-),...,x,(-)} € M, bedacych rozwiaza-

niami kolejnych zagadnien

{ x' = A(t)x,

X(to) = X450, 1= 1,2,...1’L

przy pewnym to € I. Wowczas x;(to) = X0, a wiec uktad wektoréw {xi(to),...,xn(t0)}
jest liniowo niezalezny w R™. Stad, na mocy wniosku 3.1 wynika, ze {x1(-),...,x,()} €
(LN);. Zatem dim M > n. Ostatecznie dim M = n.

U
Z liniowej niezaleznoéci uktadu funkcji wektorowych {xi(-),...,xx(-)} nie wynika liniowa

niezalezno$¢ ukladu wektoréw {xi(t),...,xx(t)} w R™ dla kazdego t € I jak pokazuje to

Przyktad 3.6 Funkcje wektorowe x1, xo, zdefiniowane nastepujaco

sa liniowo niezalezne na R, a wektory x;(1), x2(1) sa liniowo zalezne w R2.
Zachodzi natomiast

Twierdzenie 3.5 Jezeli funkcje wektorowe x1(-),...,Xk(+) sq¢ calkami réwnania linio-
wego x' = A(t)x oraz uklad wektoréw {x1(to),...,xx(to)} jest liniowo niezalezny w R™
dla pewnego tog € I, to uklad wektorow {x;(t),...,xx(t)} jest liniowo niezalezny w R™ dla
kazdego t € I.

D o w 6 d: Zalézmy, ze {xi(t),...,xx(to)} € (LN)g. dla pewnego ty € I. Niech ¢
bedzie dowolnym punktem z przedziatu I oraz Ay, ..., A\ niech beda takimi skalarami, ze
Ax1(t) + -+ 4+ \exx(f) = 0. Wezmy pod uwage funkcje x(-) = Aix(-) + ... + \pxx(-).

Funkcja ta jest jedynym rozwigzaniem zagadnienia

x' = A(t)x,
x(t) = 0.

Zatem Yycr x(t) = 0, a wiec w szczegdlnosei x(tg) = Mixi(to) + -+ - + Axx(to) = 0. Stad,

na mocy zalozenia, A\; = ... = X\; = 0. Dowodzi to tego, ze {x1(f),...,xx(t)} € (LN)gn.
Z dowolnosci t mamy {x1(t),...,xx(t)} € (LN)gn dla kazdego t € I. O
Definicja 3.7 Dowolny uklad {xi(-),...,%,(-)}, n liniowo niezaleznych calek réwnania

x' = A(t)x, nazywamy ukiadem fundamentalnym (ukladem bazowym) calek tego réwnania.
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Uktadem fundamentalnym jest wiec dowolna baza algebraiczna przestrzeni M. Z twierdzen

3.3, 3.4 1 3.5 wynikaja nastepujace wazne twierdzenia
Twierdzenie 3.6 Niech uklad

()% ()} (¢)

bedzie ukladem n calek réwnania jednorodnego x' = A(t)x. Wéwczas nastepujgce warunki

sq rownowazne
(a) Uklad (e) jest ukladem fundamentalnym.
(b) Dla kazdego t € I, wronskian Wt,x1,...,%Xy] # 0.
(¢) Wlto,X1,...,%Xn] # 0 dla pewnego ty € I.

Twierdzenie 3.7 Jezeli uklad (o) jest ukladem fundamentalnym calek réwnania

x' = A(t)x, to calka ogdlna tego réwnania wyraza sie wzorem
n
x(t) = _Cix(t), tel, (14)
i=1
gdzie C,...,C, sg dowolnymi statymi.

Wyznaczymy teraz catke ogdlna uktadu niejednorodnego
x' = A(t)x + b(t). (5)

Zastosujemy metode uzmienniania statych. W tym celu, we wzorze (14) na catke ogdl-
na ukladu jednorodnego, zastapimy state C; funkcjami C;(t). Otrzymamy przewidywana

postaé calki ogdlnej rownania niejednorodnego

n

x(t) = Ci(t)xi(t), (15)

i=1
gdzie C;(+) sa chwilowo nieznanymi funkcjami skalarnymi, ktére dobierzemy tak, aby funk-
cja okreslona wzorem (15) spelniala réwnanie niejednorodne. Rézniczkujemy zwiazek (15)

i otrzymujemy
n

x'(t) =) Ci(t)xi(t) + Y Ci(t)xi(?). (16)
1=1

i=1
Wstawiamy teraz (15) i (16) do réwnania niejednorodnego (5). Otrzymamy

n n n

Zn: Ci()x(t) + > Ci(t)x'(t) = A(t) Y Cilt)xi(t) + b(t) = > Ci(t) A(t)xi(t) + b(2).
i=1

=1 i=1 i=1



54 W.Graziewicz ROWNANIA ROZNICZKOWE

Ale x}(t) = A(t)x;(t). Otrzymujemy zatem zwiazek

> Cit)xi(t) = b(t),
i=1

ktéry rozpisany po wspolrzednych przyjmuje postaé¢ uktadu réwnan liniowych

Ci(t)$11(t) +---+ C;L(t)$1n(t) =bh (t)

: (17)
Cr)zn1(t) + -+ Ch(t)znn(t) = bn(t)

z niewiadomymi C (t), ..., CJ(t). Wyznacznik W (t) ukladu (17) jest wronskianem uktadu

bazowego {x1(:),...,xn(+)} calek réwnania jednorodnego, wiec W(t) # 0 dla kazdego
t € I. Uklad (17) ma zatem dokladnie jedno rozwiazanie Cf(t),...,C/ (t), gdzie

{(t):g//l((;), i=1,...

M.

Stad

Ci(t) :/vaj((;)dwci.

Ostatecznie rozwiazanie ogélne réwnania niejednorodnego jest postaci

" - W;(t)
x(t) = CiXit dt Xit. 18
=200+ 3 (f i) %0 (18)

Zauwazamy, ze pierwszy sktadnik po prawej stronie wzoru (18) jest catka ogélna réwnania

jednorodnego, drugi jest wiec pewng calka szczegdlng réwnania niejednorodnego. Stad,

zgodnie z ogdlng teoria réwnan liniowych, wzér (18) zapisujemy tradycyjnie w postaci

CORN = CORJ + CSRN.

3.3.1 Macierz fundamentalna i jej wlasno$ci

Rozpatrzmy jeszcze raz uktad liniowy jednorodny zapisany w postaci réwnania

Definicja 3.8 Macierzq fundamentalng réwnania (19) nazywamy macierz
xll(t) e :cln(t)
P(t) = : : 5
Tni(t) ... Tpp(t)
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ktorej kolumny
z11(t) T1n(t)
x1(t) = : ey Xp(t) = :
T () T (1)

tworzg uktad fundamentalny calek tego réwnania.

Whniosek 3.2 Wzdr (14) na calke ogdlng réwnania jednorodnego, mozna teraz zapisaé w

postact

x(t) = ®(t)c, (20)
gdzie ®(t) jest dowolng macierzq fundamentalng, a c = [C1,...,Cy])T — dowolnym wekto-
rem z R".

Zauwazymy, ze:
(a) macierz fundamentalna jest nieosobliwa dla kazdego t € I,

(b) macierz fundamentalna ®(t) spelnia réwnanie rézniczkowe
= A(t)P. (21)

Istotnie mamy

ad (a): det®(t) = W[t,x1,...,%,] # 0 dla kazdego t € I,

ad (b): réwnanie (21) jest zapisem macierzowym faktu, ze dla kazdej kolumny x; macierzy
®(t), zachodzi zwigzek

x;(t) = A(t)x;(t).

(2

Uwaga. Jezeli ®(t) jest macierza fundamentalng uktadu (19), a P — dowolna nieosobliwa
macierza wymiaru n X n, to macierz ¥(t) = ®(t) - P jest tez macierza fundamentalna tego
uktadu. Wynika to stad, ze kolumny macierzy W(¢) sa kombinacjami liniowymi kolumn
macierzy ®(t), a wiec sa tez liniowo niezaleznymi catkami uktadu (19). Zbiér macierzy
postaci ®(t)- P, gdzie ®(t) jest dowolna, ustalona macierza fundamentalna, a P przebiega
zbidér nieosobliwych macierzy wymiaru n X n, jest zbiorem wszystkich macierzy fundamen-
talnych ukladu (19).

Rozpatrzmy zagadnienie poczatkowe.
x' = A(t)x +b(t
{ (% +b(t) )
X(to) = X0.
Wyznaczymy rozwigzanie tego zagadnienia. Postuzymy sie, podobnie jak poprzednio, me-

toda uzmienniania stalej. Wtym celu, we wzorze (20) na calke ogélna réwnania jednorod-

nego, przyjmiemy zamiast statego wektora c, funkcje wektorowa c(t). Otrzymamy

x(t) = ®(t)c(t). (23)
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Stad
X' (t) = ®'(t)c(t) + ®(t)c(t).

Podstawiajac x(t) 1 x/(t) do réwnania niejednorodnego otrzymujemy
®'(t)c(t) + (1) (t) = A(t)®(t)c(t) + b(t).

Ale ®'(t) = A(t)®(t) (wlasnosé (b) macierzy fundamentalnej), stad

Calkujemy ostatni zwigzek w przedziale od ty do t. Dostajemy
t
c(t) —c(tg) = [ ® Y(r)b(r)dr.
to

Ze wzoru (23), wykorzystujac warunek poczatkowy, dostajemy
Xo = q)(t())C(t(]) = C(to) = ‘I)_l(to)Xo,

zatem

c(t) = ® (to)xo + t &~ (7)b(r)dr.

to
Podstawiamy wyznaczone c(t) do wzoru (23) i otrzymujemy ostateczna postaé rozwigzania
zagadnienia (22)
t
x(t) = ®(t)® (to)xo + ®(t) [ ® 1(r)b(1)dr. (24)
to
Przy okazji odnotujmy wzoér
x(t) = ()@ (to)xo (25)

na rozwiazanie zagadnienia poczatkowego

{ x' = A(t)x,

X(tg) = Xy (26)

dla uktadu jednorodnego.

Przyktad 3.7 Pokazaé, ze
(1) = t
11 32
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jest macierza fundamentalng uktadu liniowego jednorodnego

; 0 1
=1 53 53 |%
2 1

a nastepnie rozwiazaé¢ zagadnienie niejednorodne
< 0 1 t
= 3 | X+
h 1

Rozwiagzanie: Mamy tutaj:

A(t):[_o?) ;],b(t):“],to:l,xo:“].

Funkcja macierzowa A(-) jest ciagla w kazdym z przedzialéw: (—oo;0), (0;00). Warunek

— Ow‘w

poczatkowy postawiony jest w punkcie tg = 1, wiec wybieramy przedzial I = (0; 00). Wy-
kazemy, ze ®(t) jest macierza fundamentalna ukladu jednorodnego. Wystarczy pokazaé,

ze macierz ®(t) jest nieosobliwa i spelnia réwnanie (21) . Istotnie
1 3t t 2] |1 3¢
1 32] |0 6t |

d'(t) =
®) 0 6t
®'(t) = A(t)®(t) oraz dla kazdego t € I, det ®(t) = 2t> # 0.

] AW = [ °

o =

—z

a wiec

Zatem kolumny macierzy ®(t) sa liniowo niezaleznymi catkami ukladu jednorodnego. Roz-

wiazanie zagadnienia poczatkowego wyznaczymy ze wzoru (24). Mamy

x(t) = ®(t)® (to)xo + B(1) t & (7)b(r)dr =

to

) -1 -1
t 3 11 0 / T
_ dr =
_1 3t2 1 3 1 1 3t2 1 3T 1
_ 3 1 1
11 L
REECE NN 1 3t2 szl L1
I e G L Ll N U N I B I O
Tl 38 _13p ||, 132 jo]
L 2 2 2 2
T 1, 143 3 L3 2 -3
A B e
2 2 2 '
14y 1 3t 0 gttt +t—35
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3.3.2 Rezolwenta ukladu liniowego

Wyznaczymy teraz pewien specjalny uktad bazowy calek ukladu jednorodnego (19). Oznacz-

my przez I macierz jednostkowa wymiaru n x n. Wektory kolumnowe

tej macierzy stanowia baze kanoniczna w R™. Rozpatrzmy n zagadnien poczatkowych

{ x'(t) = A(t)x,

. (27)
x(to) =€ i=1,2,...,n.

Kazde z zagadnien (27) ma dokladnie jedno rozwiazanie. Oznaczmy rozwiazanie i—tego

zagadnienia przez x;(-) i niech

x1(t)
xi(t) = :
Tin (t)
Oczywiscie x;(tg) = e;, wiec wektory {x1(to),...,xn(to)} = {e1,...,e,} tworza baze w
R™. Funkcje wektorowe {xi(),...,xn(-)} tworza zatem fundamentalny uklad rozwiazan

réwnania (21).

Definicja 3.9 Rezolwentg ukladu x' = A(t)x, w punkcie ty € I, nazywamy macierz
fundamentalng ®(t), ktérej kolumnami sg funkcje wektorowe x;(¢) bedace rozwiazania-
mi kolejnych zagadnien (27). Te szczegdlna macierz fundamentalna oznaczaé¢ bedziemy
R(t, to).

Z definicji rezolwenty R(t,t9) wynika nastepujaca jej wlasnosé, ktéra moze byé przyjeta
réwniez za jej definicje.
Whniosek 3.3  Rezolwenta R(t, tg) jest jedynym rozwigzaniem zagadnienia poczgtkowego

' = A(t)®,
B(ty) =1

Wynika stad w szczegdlnodci, ze
R(to,t0) =L

Jesli we wzorach (24) i (25) w miejsce dowolnej macierzy fundamentalnej ®(¢) wstawimy

rezolwente R(¢,ty), to otrzymamy wzor

x(t) = R(t, to)xo + R(t, to) tRfl(r, to)b(7)dr (28)

to
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na rozwiazanie zagadnienia poczatkowego (22) oraz wzor
x(t) = R(t,t9)x0 (29)
na rozwiazanie zagadnienia poczatkowego (25).

Wzory (28) i (29) mozemy zinterpretowaé nastepujaco. Jezeli znamy rezolwente R(t,t)
uktadu x’ = A(t)x oraz znamy stan x( tego ukladu w chwili ¢y € I, to wzory (28) i (29)
okreslaja stan x(t) uktadu w dowolnej chwili ¢ € I. Dlatego tez macierz fundamentalna

R(t, to) nazywamy macierzq przejicia stanu.
Przy ustalonych t,ty € I mozemy rozpatrzeé¢ odwzorowanie

R" 5 %o — x(t) = R(t,t9)x0 € R", (%)
ktore stanowi x¢ ukladu (19) w chwili tg, przyporzadkowuje jego stan x(t) w chwili ¢.
Zachodzi oczywisty
Fakt Odwzorowanie (x) jest izomorfizmem przestrzeni R™.
Poréwnanie wzoréw (25) i (29) daje nam wzér

R(t,to) = ®(t)® " (to) (30)

pozwalajacy na wyznaczenie rezolwenty R(¢, o), jezeli znamy dowolna macierz fundamen-
talng P(t).

Uzasadnimy jeszcze jedna wlasno$é macierzy R(t,tg). Fakt Dla dowolnych to, t1, to € I
zachodzi zwigzek

R(ts, t1) - R(t1, o) = Rota, to). (31)

Istotnie. Wezmy dowolne xg € R™ oraz niech x; = R(t1,t0)x0 i x2 = R(te,t1)x1. Wtedy
xo = R(ta,t1) - R(t1,t0)x0. Z drugiej strony, startujac w chwili ¢y ze stanu x, otrzymamy
w chwili t2, na mocy jednoznacznosci rozwiazan, ten sam stan xo = R(t2,%9)x0. Zatem
dla kazdego xo € R™ mamy R(to,t1) - R(t1,t0)x0 = R(t2,t9)x0,, co dowodzi wzoru (31).

Ze wzoru (31) wynika réwniez, ze
R (t,t0) = R(to, ).

Przyktad 3.8 Wyznaczy¢ rezolwente uktadu liniowego
0
R

T2
Rozwiazanie: Wiemy juz (poréwnaj przyklad 3.1), ze macierz

3
) = l j 3tt2 1

0 =

w punkcie tg = 1.
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jest macierza fundamentalna tego ukladu. Rezolwente wyznaczymy ze wzoru (30).

—1
B t 3 11 3¢p—Ly3 Ly 13
R(t,1)=®t)® (1) = ) =% 2, 42,
1 3t 1 3 3342 L4

3.3.3 Uklady liniowe o stalych wspétczynnikach

Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem rezolwenty uktadu liniowego o statych wspdélczynnikach

dzy B n
dt = allri <. AInTn,
: (32)
dan _ n
dt p1T1 T ... Anndn,
zapisanego krotko
dx
— = Ax.
o x (33)

Uklad (32), w ktérym prawa strona nie zalezy od ¢, nazywaé bedziemy liniowym ukladem

autonomaicznym.

7 twierdzenia globalnego Picarda wynika, ze zagadnienie poczatkowe

x' = Ax,
{ x(0) = xg (34)

ma dla dowolnego xg € R" dokladnie jedno rozwiazanie okre$lone na I = (—o0;00).
Warunek poczatkowy w zagadnieniu (34) postawiliémy w punkcie tg = 0. UczyniliSmy
tak, poniewaz I = R i moglidémy przyja¢ to = 0. Ponadto jak pdzniej pokazemy, znajac

rozwiazanie zagadnienia (34), latwo mozna otrzymaé rozwiazanie zagadnienia
x = Ax
{ ’ (35)
x(to) = %o
dla dowolnego tg # 0.

Rozwigzaniem zagadnienia (34) jest zgodnie z wzorem (29), funkcja wektorowa x(-) okre-

$lona wzorem

x(t) = R(t,0)xo, (36)

gdzie R(t,0) rezolwenta réwnania x’ = Ax w punkcie ¢ty = 0. Przypomnijmy, ze macierz
R(¢,0) nazwalidémy tez macierza przejscia stanu. Przeprowadza ona uklad ze stanu x(0)
w chwili 0, w stan x(t) w chwili ¢. Z drugiej strony, rozwiazanie zagadnienia (34) mozna

otrzymac jako granice ciggu kolejnych przyblizen Picarda

t
i1 (£) = 0 + / Axco()dr, xo(t) = %o.
0
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Obliczymy kilka poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

t

x1(t) = %o —l—/ Axpdr = xp + tAxg = (I 4+ tA) xp,
0
t t t

x2(t) = X0 —I—/ Ax;(1)dr = %9 +/ A(I+ 7A)x0dT =x0 —I—/ (A +TAY) xodr =
0 0 0

1 1
= x0 + (tA + 2t2A2> X0 = (I +tA + 2t2A2> X0,

t 1 1 1
x3(t) = xo + / A (1 +7A + 272A2) X0 dr = <I +tA + 5752‘A2 + B't?’A?’) Xo, itd.
0 ! !

Rozwiazanie x(t), jako granica ciagu kolejnych przyblizen, jest zatem suma szeregu

2A2 $2A3
x(t):<I+tA+2|—i— a +> Xq. (37)
S

zereg t2A2 t3A3

TR

jest szeregiem macierzowym. Jego sumy czeéciowe sa macierzami. Powstaje pytanie, jak

I+tA+

nalezy rozumieé zbieznos$é szeregu macierzowego. Przez analogie do zbieznosci ciggdéw wek-
torow w przestrzeni R™ ( macierz A = [a;j]nxn mozemy utozsamié¢ z wektorem w prze-
strzeni R™ ), zbieznos¢ szeregu macierzowego > po Ay do sumy A, gdzie Ay = [afj]nxn
i A = [aj]nxn sa macierzami kwadratowymi tego samego stopnia, definiujemy poprzez

zbiezno$¢ wyrazéw ciagu macierzy S,, = >/, A, do odpowiednich wyrazéw sumy A.

To znaczy
0o 0 i
k k
doAp= ) laf) = [ay] = A == Viy Y aly=ay.
k=1 k=1 k=1

Szereg w nawiasie we wzorze (37), ma posta¢ analogiczng do rozwiniecia funkcji wyktad-

niczej w szereg Maclaurina. Przyjmijmy zatem

t2A2 t3A3 o0 Lk Ak
etA:I—l—tA—i-T—FT :ZtleatE]R, gdzie A=1.  (38)
! ! =k

Wz6r (37) mozemy zatem przepisa¢ w postaci
x(t) = e"xq. (39)
Poréwnujac wzory (39) i (36) otrzymujemy

Whniosek 3.4 Rezolwentq uktadu liniowego o stalych wspélczynnikach jest macierz

R(t,0) = A wyrazona wzorem (38).
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Pokazemy teraz zwigzek pomiedzy rezolwenta R(t,ty) réwnania x' = Ax w punkcie tg, a

rezolwentg R(t,0) tego réwnania w punkcie 0. Jak wiemy, rozwiazaniem zagadnienia

x = Ax,
{ (1) = %o ()

jest funkcja wektorowa okreslona wzorem
x(t) = R(t,t0)xo.
Podstawmy w réwnaniu (35) s =1t —t;. Wtedy
x(t) = x(s+ty) = y(s) oraz x'(t) =y'(s).
Zagadnienie (35) z niewiadoma funkcja x = x(t) przejdzie w réwnowazne zagadnienie

{ y' = Ay,
y(0) =xo

z niewiadoma funkcja y = y(s). Jego rozwiazaniem jest
y(s) = R(s,0)xo.
Wracajac do zmiennej ¢, otrzymujemy rozwiazanie zagadnienia (35) tym razem w postaci
x(t) = R(t — o, 0)xo.
Poréwnujac oba rozwigzania, otrzymujemy dla uktadu o stalych wspoétczynnikach zwiazek
R(t,t0) = R(t — t0,0). (40)
Whniosek 3.5 Rozwigzanie zagadnienia (35) dane jest wzorem

x(t) = elt=t) Ay, (41)

Odnotujmy jeszcze wazng wlasno$é rezolwenty R(t,0) réwnania x' = Ax.

Fakt Dla dowolnych t,s € R zachodzi zwigzek
R(37 0) ’ R(ta 0) = R(t + s, 0) (42)

Istotnie. WeZmy dowolny punkt xo € R™ i oznaczmy przez x; = R(¢,0)xp a przez
xo = R(s,0)x;. Wtedy x2 = R(s,0) - R(¢,0)x¢. Ale jednocze$nie x9 = R(t + s,0)xq.
Stad, na mocy jednoznacznosci rozwiazan, mamy zaleznos¢ (42). Zaleznosé te mozna bylto

réwniez otrzymacé ze zwiazku (31) przyjmujac to =0, t; =1, to —t; = s.
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Whniosek 3.6 Macierz e® ma wlasnodci
d /AN s A
(a) o7 (e ) = Ae'?,
b) 0A=¢0=T1,

(
(C) e(tts)A — osA  tA _ tA €SA,
(

d) (etA)_l = e7tA,

Wilasnosci (a) i (b) wynikaja z Wniosku 3.3, wlasnosé (c) jest innym zapisem zwiazku
(42), wlasnosé (d) wynika z (c) i (b).
Whniosek 3.7 Rozwigzanie zagadnienia niejednorodnego

{ x' = Ax + b(t),
x(0) = xg

dane jest wzorem
¢
x(t) = exg —I—/ e Ab(7) dr. (43)
0

Wzér (43) wynika wprost ze wzoru (28) na str. 57 oraz z wlasnosci (c) i (d).

3.3.4 Metody wyznaczania macierzy e’

Rozwiazanie zagadnienia poczatkowego

x = Ax,
{ x(0) = %o (34

dane wzorem

tA  t2A2
X(t)=<1+1'+ 51 4+ ] o xo = e - xq, (39)
okreélone jest przy pomocy szeregu macierzowego. Pokazemy, ze rozwigzanie to mozna
przedstawi¢ w postaci skonczonej sumy. Przedtem podamy pewne, potrzebne w dalszym

ciggu, fakty z algebry liniowe;j.

Rozwazmy przestrzen Maty, x,, (C) macierzy kwadratowych stopnia n x n o wyrazach zespo-
lonych. Niech A € Mat,,«,(C). Macierz A mozemy oczywiscie utozsamié¢ (przy ustalonej
bazie przestrzeni C") z odwzorowaniem liniowym A : C" — C". Pierwiastki réwnania
charakterystycznego det(A — \I) = 0 sa warto$ciami wlasnymi macierzy A. Oznaczmy je
przez Ai, ..., Ag, a ich krotnosci odpowiednio przez ni, ..., ng. Oczywiscie suma krotnosci

jest rowna n. Oznaczmy przez V; zbiér zdefiniowany nastepujaco:

V, = {veCr: (A—\I)"v =0).
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Zbior V;, jest jadrem odwzorowania liniowego o macierzy (A — \;I)™ | jest zatem podprze-

strzenia przestrzeni C”. Jest k takich podprzestrzeni. Zachodzi, znane z algebry

Twierdzenie 3.8 (spektralne) Podprzestrzenie V; majg nastepujoce wlasnosci:

1°. AV; CV;, tzn. Vyey, Av € V; — wlasnos¢ niezmienniczosci,

2°.V;NV; = {0} dla i # 7,

3°. dlmVZ = Ny,

4°.  dla dowolnego wektora v € C", zachodzi jednoznaczna reprezentacja:

v=vl4vi4+. .. 4vF gdzie vi €V, (%)
Podprzestrzenie V; nazywaja sie podprzestrzeniami niezmienniczymi wzgledem odwzoro-
wania A. Wtasnosé 4° formultujemy tez nastepujaco:
Przestrzen C™ jest sumq prostq podprzestrzeni niezmienniczych wzglgdem operatora linio-
wego A : C" — C", co zapisujemy
C'"=Vi0Ve®-- @V

Rozklad (x) wektora v, na skladowe z podprzestrzeni niezmienniczych, nazywamy rozkla-
dem spektralnym wektora v na sktadowe z podprzestrzeni niezmienniczych.

Przystepujemy teraz do rozwiazania zagadnienia poczatkowego (34). Rozkladamy wektor

xg € R™ C C” na sume wektorow z podprzestrzeni niezmienniczych:

onx(l)—l—xa—{—---—}—xlg, gdzie Xf) ev;

oraz skorzystamy z tozsamosdci et = el . ¢l

k k k
x(t) = A . xp = A . 3 xi = Zem xb = Zetm AT i
=1 =1 =1

A=AD | Otrzymamy

‘ rozwijamy teraz macierz e!A=21) w szereg potegowy (38)‘
k % 4 ' ' k O 4j o
— Zet&l Z ﬁ(A _ )\iI)J Xé — Zet/\J Z 7(A _ /\iI)JX6 —
i=1 j=0J° i=1 j=0J:
| ale (A = \D)xp =0 dla j > n; (boxp € V) |
k n;—1 tj o
=3 MY S(A—NTYxg | =
i=1 =0 J°

thI 2212 thi  t2\2
ot _ oy Al i . 2 T I oY
‘e =T b = g I=eN.T
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k n;,—

—ZMzIZ A AIJXO_ZZ A Ad) ).

i=1 7=0
Oznaczmy jeszcze przez E), macierz odwzorowania liniowego, przyporzadkowujacego wek-
torowi v € C", jego i—ta skladowa v z rozkladu spektralnego. Zatem macierz Ej, okreglona

jest nastepujaco: Vyccn Ey v = v’. Rozwigzanie x(t) mozemy teraz zapisaé¢ nastepujaco

—_

ng—

k
Z Z A MNIVEy - xo. (44)

tA

Poréwnujac ostatni wzér z wzorem (39), otrzymujemy wzér na macierz e** w postaci
skoniczonej sumy
Eorl
Z Z —eM (A - NIV E (45)
=1 j=0 J!
2 -1 -1
Przyklad 3.9 Wyznaczy¢ macierz e, gdy A = 3 -2 -3
-1 1 2
Rozwigzanie: Wyznaczamy wartoéci wlasne i odpowiadajace im podprzestrzenie
niezmiennicze.
2—A -1 -1
det(A —XI) =0 < 3 —2-X -3 |=0& AxA-1)2=0.
-1 1 2—A
Stad
AM=0,n=1 A=1 n=2.
U1 2 -1 -1 U1 0
Vi={veC*: (A-0-Div=0}={| vy |: 3 -2 -3 vy | =
U3 —1 1 2 V3 0

Rzad macierzy A jest réwny 2, stad mamy uktad réwnan
21)1—1)2—1)3:0 o V3 = —U1
—v] +v9+ 203 =0 v = 3vq, vy € C.

aq
Vl = 3o , 01 € C

—oq

Zatem

jest podprzestrzenia niezmiennicza odpowiadajaca wartosci wlasnej A\; = 0.

Podobnie dla A2 = 1 mamy
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VU1 1 -1 -1 ? U1 0
Vo={veC®: (A-1)>v=0}= vg | : 3 -3 -3 vo | =10 =
V3 -1 1 1 V3 0
01 1 1 1]fw] 0
w3 3 3||lw|=]o0 i{“:”ﬁ”f”
vo, v3 € C.
V3 1 -1 -1 U3 | 0
Wiec
Oé2+043_
Vo = s , ag, ag € C
as |

Wyznaczamy teraz rozklad spektralny dowolnego wektora v € C? na sume jego sktado-

wych z podprzestrzeni niezmienniczych Vi i V.

U1 a1 a9 + Qs
v=vl4+v? & vy | = | 3a1 | + 6% . (%)
U3 —0q a3

Stad mamy uklad réwnan
V1 = Q1 + g + a3
vy = 31 + a9
v3 = —aq + a3.

Rozwiazujemy ten uktad wzgledem oy, a9, a3 i otrzymujemy

o1 = —v1 + V2 + U3
a9 = 31}1 - 21)2 - 3U3

a3 = —v1 + v + 2v3.

Zatem wektory skladowe wektora v, w rozkladzie spektralnym (%) sa réwne

—v1 + v + U3 2v1 — vy — U3
vi= —3v1 + 3vg + 3v3 |, v = 3v1 — 2v9 — 3us
U1 — VU2 — U3 —v1 + v + 2v3.

2

Wektory v! i v2 mozna przedstawi¢ w postaci

-1 1 1 U1
vi=| -3 3 3 vy | =Ey\V
1 -1 -1 v3

oraz
-1 -1 (%]
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WyznaczyliSmy w ten sposéb macierze

-1 1 1 2 -1 -1
E,=|-3 3 3 i Ey, = 3 -2 -3
1 -1 -1 -1 1 2
wystepujace we wzorze (45). Mozemy teraz korzystajac z tego wzoru obliczyé¢ macierz e,
2 n;—1 tj '
=3 ] (A= NI Ey, =
i=1 j=0
t0 t0 th
— ae“(A ~MDEy, + ae’\Qt(A —1)Ey, + ﬁeAZt(A — WI)'E), =

-1 1 1 2 -1 -1 1 -1 -1 2 -1 -1
=| -3 3 3|+¢€ 3 —2 —3 |+t 3 -3 -3 3 -2 -3
1 -1 -1 | -1 1 2] -1 11 -1 1 2
1 01 1] [ 2 1 1] [0 0 0
=| -3 3 3|+¢€ 3 -2 -3 |+td|o0o o0 o0]|=
1 -1 -1 -1 1 2| 1000
——1+26t 1—¢t 1—¢t
= | —3+3e¢t 3-—2" 3—3¢t
i 1—et —1+e —14 2t

Przyktad 3.10 Wyznaczy¢ rozwiazanie zagadnienia

¥ =y-z,

y=z-z

Z =2z + 2y — 3z,

z(1)=0, y(1) =1, 2(1) = 1.

Rozwiazanie: Przy oznaczeniach

z(t) 01 —1 0
x(t)=1]yt) |, A=|1 0 11|, to=1, xo=|1 |,
2(t) 2 2 -3 1

dane zagadnienie przyjmuje postaé

{ x = Ax
X(to) = X(-
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Rozwiazanie otrzymamy ze wzoru (41). Potrzebna jest wiec macierz e'. Wyznaczamy

wartosci wlasne 1 podprzestrzenie niezmiennicze macierzy A.

-2 1 -1
det(A—X)=0 < | 1 —-A -1 |=0<« (A +1)*=0.
2 2 =3-=A
Stad A\ = —1, n; = 3. Macierzy A odpowiada jedna, tréjwymiarowa podprzestrzen

niezmiennicza V;. Musi nig wiec byé¢ cala przestrzen C3. Przekonajmy sie o tym jeszcze

bezposrednim rachunkiem.

1 1 -1 0 00 0 00
A-MD?=]11 1| =|0 0 0|, wiecréwniez (A—NI)*=1{0 0 0
2 2 =2 0 00 0 00
Stad
Vi={veC®: (A-\NI3*v=0}=C%
Jedyna sktadowa w rozktadzie spektralnym wektora v, jest sam wektor v.
Wobec tego mamy
v=v! oraz vl =1Iv.
Wiec
E, =1L
Zatem
2t : 0 t! 2
eh =" —eMA - NIYE), = —e {(A+ DT+ —e (A+D)'T+ e "(A+1)°T=
— J! 0! 1! 2!
]7
100 11 -1 000
—t —t Lo 4
=e 0 1 0] +te 11—1+§t€ 000
0 0 1 2 2 =2 000
et +tet te~?t —tet
= tet et+tet  —te!
2te~t 2te et —2te™t
Rozwiazaniem danego zagadnienia poczatkowego jest
x(t) = elt—to) Ay —
e~ =1 4 (t —1)e- (=D (t—1)e (=D —(t—1)e= (=1 0
= (t—1)e (D e~ =1 4 (t —1)e~ (=D —(t—1)e~ (=1 1
2(t — 1)e~ 1) 2(t — 1)e -1 e~ (=D —2(t — 1)e~ (-1 1
0 x(t)
= ef(tfl) = y(t)

e (t=1) z(t)
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Przypadek pojedynczych warto$ci wtasnych

Jezeli wszystkie wartosci wlasne macierzy A sa pojedyncze, to podprzestrzenie V; sg jed-
nowymiarowymi przestrzeniami rozpietymi na wektorach wtasnych macierzy A. Oznaczmy
przez

V11 Uln

Un1 Unn

wektory wlasne macierzy A. Wiadomo z algebry, ze wektory wlasne odpowiadajace réznym

wartosciom wlasnym sa liniowo niezalezne, wiec uktad wektoréw B, = {v1,...,v,} jest ba-
zg przestrzeni C™. Wektor x¢, ktérego wspélrzedne w bazie kanonicznej B = {e1,...,e,}
oznaczyliémy przez xo1,...,%o, ma w bazie B, nowe wspolrzedne. Oznaczmy je przez
at,. .., 0. Zatem wektor xg mozna przedstawi¢ w postaci

X0 =0a1Vy + -+ apvy

i przedstawienie to jest jednoznaczne. Poniewaz a;v; € V;, wiec powyzsze przedstawienie

wektora xg jest jego rozkladem spektralnym oraz a;v; = x,.

Niech P = [vy...v,] Dbedzie macierza, ktérej wektory kolumnowe sa wektorami wla-
snymi macierzy A. Pomiedzy wspélrzednymi zg1, ..., 2o, wektora xg w bazie By, a jego

wspolrzednymi ay, . .., a, w bazie B, zachodza zwiazki

Zo1 aq a1 Zo1

ZTon Qp Qp Zon

Wzor (44) przyjmuje teraz postaé

. V11 Vin
x(t) =Y Mavi=areMt | 1|+ bagett| | =
i=1
Un1 Unn
[ ale’\ltvn + -4 ozne)‘"tvln ] V11 ... Vinp oqe’\lt
L aleAltvnl + -4 aneA"tvnn ] Unl --- Unn ane)‘"t
[ vi1 ... vn ale)‘lt [ oy eMt 0
— : =P : P! x

| Unl ... Upn apet | oy 0 ... e\t
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Otrzymalismy wiec wzor
A=p| . P! (46)

tA

na macierz e"* w przypadku, gdy macierz A ma n wartosci wlasnych, kazda krotnosci 1.

Wz6r (46) mozna otrzymacé réwniez na podstawie innego rozumowania, bez wykorzystania
wzoru (44). Jezeli macierz A ma same jednokrotne wartosci wlasne, to przy pomocy
przeksztaltcenia liniowego o macierzy P, gdzie kolumny macierzy P, tak jak poprzednio sa

wektorami wlasnymi macierzy A, mozna macierz A przeksztalci¢ do postaci diagonalnej
At ... O
I=| o,
0 ... A

gdzie na gltoéwnej przekatnej sg wartosci wlasne macierzy A. Mianowicie
J=P'AP & A=PJP!

Poniewaz
A? = PIP HPIP Y =PIP'P)IP ! =PJI?P!

i analogicznie

A™ =PJ"P !
wiec
_ 1 1
oA = ¢PIPT T PP 4 EtQPJQP_l +..=P (I +tJ + 5&12 + - ) P! =
=Pt Pl
Obliczymy jeszcze €. Mamy
A 0
Jm = : :
0 A
Zatem
L At + g A2+ L 0
) .
etJ:I+tJ—|—§t2J2+--~: : : =
0 o L At A2
ettt 0
0 e)xnt

A wiec uzyskaliémy ponownie wzor (46).
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Przyklad 3.11 Wyznaczy¢ macierz ', gdy

1 -1 1
A=|1 1 -1
2 -1 0

Rozwiazanie: Wyznaczamy wartosci wlasne:
1-X -1 1
det(A-AMD)=| 1 1-X —-1|=0 & N-2\2-)+2=0.
2 -1 =X
Stad A1 =1, Ao =—1, A3 =2.
Wyznaczamy wektory wlasne, odpowiadajace poszczegdlnym wartosciom wiasnym:

Dla A1 =1 mamy

0 -1 1 U1 0 —vo+v3 =0
A-\MDv=0< |1 0 -1 vo | =10 & v —v3 =0 &
2 -1 -1 V3 0 201 —vo —v3 =0
U] = U3 1
V9 = U3 S v=al|l ]|, aelC.
vg=ay1 € C 1
1
Przyjmiemy zatem vi = | 1 | — wektor wlasny odpowiadajacy warto$ci wlasnej A; = 1.
1
1 1
Analogicznie: dla Ao = —1, vo= | =3 | i dlaA3=2, v3=| 0
-5 1
Macierze P, P~!, J sa réwne:
1 11 3 6 -3 1 00
P:1—30,P_1:%10—1,J:0—10
1 -5 1 2 -6 4 0 0 2
Zatem
1 11 e 0 0 3 6 -3
etA:Pe“Pflzé 1 =3 0|0 et o0 1 0 -1 |=
1 =5 1 0 0 e* 2 -6 4

et + et + 22t Get —6e 2 —el — et 4 462
= 5 3et — 3et Get —3el + 3¢t
3et — et +2e?t Get —6e 2t —3et + He Tt 4 4e?t
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Przyklad 3.12 Rozwiazaé zagadnienie poczatkowe

P =z 4y,
y=-z+y+2,
z(0) =1, y(0) = 0.

Rozwigzanie: Jest to uktad niejednorodny. Przyjmujemy

_ | =) R Jo
=[] a-[ 1] ]

Rozwiazanie powyzszego zagadnienia otrzymamy ze wzoru (43). Wyznaczymy najpierw

macierz e, Réwnanie charakterystyczne i wartoéci wlasne macierzy A sa postaci

1—=A 1
-1 1-X

Wyznaczamy wektory wtasne. Dla A\; = 1 + ¢ mamy

aoswms = [ 2][]=[0] = (2o
0 U1:Oé1€(c

-1 — V9
1 1
@v-lgll—all.].St@dvl—l.].
ia1 7 )

Podobnie, wektorem wlasnym odpowiadajacym wartoéci wlasnej Ay = 1 — ¢, jest wektor

v2 = l ¢ ] Zatem
1
p_| 1 p_ L[ 1] eI+t 0
i 1|’ 20 - 1|’ 0 =it |’

1 i ][ e+t o 1 —i]
i1 0 (1=t 1|
1

eI+t 4 (10t i (e(H)t _ e(1+i)t)
T2 (e(l—i)t _ el+i)t> (i) | (1)t
tA

det(A — M) =0 < =0 = AN =141, Aa=1—1.

etA :PetJP—l :%

Macierz e* ma wyrazy zespolone, chociaz macierz A miala wyrazy rzeczywiste. Przedsta-

wimy macierz et

w postaci rzeczywistej. Jest to zawsze mozliwe, bowiem wielomian cha-
rakterystyczny o wspdtczynnikach rzeczywistych, jesli ma pierwiastek zespolony A = a+if3,
to ma réwniez pierwiastek A = o — i3. Dlatego, dzieki wzorom Eulera,

Loat it . Lorae it
COSt:*(e +e ), smt:—,(e —e ),

2 24

tA 7 postaci zespolonej przeksztalci¢ do postaci rzeczywistej. W naszym

mozna macierz e
przypadku, przeksztalcajac et otrzymamy
A [ sel(eft +e7)  Lel(et —e™) ] [ el cost elsint ]
et = = .

—Q%.et(eit — e ) %et(e“ + e~ —efsint elcost
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Na koniec rozwiazanie danego zagadnienia niejednorodnego ze wzoru (43). Mamy

t
x(t) = %o + / U= AY(7) dr <
0
x(t) el cost sint 1
— = +
y(t) —elsint el cost 0

t “Tcos(t—17) e Tsin(t—71) 0 B
) I

el (
—elTsin(t —7) e Tcos(t — )
t t t—7 o

e’ cost 2e' "7 sin(t —

= i + / (t=7) dr =
—elsint 0 | 2" Tcos(t —T)
el cost

= L +
—e'sint

Wyznaczanie macierzy fundamentalnej metoda przeksztalcenia Laplace’a

1 —elcost+ efsint ]

—1+etcost + etsint

1+ efsint
—1+etcost |

Macierz fundamentalng et mozna wyznaczy¢ przy pomocy przeksztalcenia Laplace’a. W

tym celu obie strony réwnania rézniczkowego z zagadnienia

x'(t) = Ax(t),

x(0) = xq
przeksztalcamy przez transformacje Laplace’a (zakladamy, ze skladowe funkcji wektoro-
wych x(t) oraz x'(t) sa oryginalami). Otrzymamy

sX(s) —x(0) = AX(s) & (sI-A)X(s) =x%x9 & X(s)= (s - A)"!xq.
Stad
x(t)=L7" {(SI — A)fl} X0.

Poréwnujac rozwigzanie otrzymane przy pomocy przeksztalcenia Laplace’a, z rozwigza-
niem danym wzorem

x(t) = e'Axq
otrzymujemy wzor

A =1 [(SI - A)_l} . (47)

Przyktad 3.13 Wyznaczyé metoda przeksztalcenia Laplace’a macierz et®, gdy

A‘[—aﬁil'

Rozwiazanie: Korzystamy ze wzoru (47). Mamy kolejno

s—a —f

SI—A:l
J6] s —«

] . det(sI—A) = (s — )+ 2,
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S—«

Gl T ol i

S—a Jé] at of -
etA :E_l (|: (5—a);+52 (S_S)2+52 ]) _ [ e COS,Bt e smﬁt ]

s—a B8
(sT— A)! = { el i (ol ] |

(5_652+52 ooy i? —e®sin Bt e cos Bt

Cwiczenia

1. Pokazaé, ze

o) =| _,

e 2 cost —sint
e ?tsint cost

jest macierzag fundamentalna nieautonomicznego uktadu liniowego

gdzie

1—sin2t —2sin%t

A(t) = [

—2cos?t —1—sin2t ]

Wyznaczy¢ rozwiazanie zagadnienia niejednorodnego

{ x' = A(t)x + b(t)
x(0) = xo,

5 -3
przyjmujac  b(t) = o | X0 = , A(t) — jak wyzej.
He 2t 3

2cos?t — 2sin 2t + e 2 (sin 2t — 4cos?t — 1)
Odp. x(t) = N i ot/ . N
dcos?t +sin2t + 1 — 2e 2 (sin 2t + cos® t)
2. Wyznaczyé macierz et jezeli
1 -1 1 -3 -3 2
a) A = , b) A= , c) A= ,
—4 1 3 1 -2 1
-1 1 1] 2 -1 2 11 2
HA=| 1 -1 1|, e©A=| 1 0 2|, HA=]01 1],
111 2 1 -1 00 2
_ - 0 -2 -1 -1
2 0 -1 2 00 ) 5 1 1
A=]1 -1 01, h)yA={|1 2 0], i) A=
g) ) j) o 1 1 o
3 -1 -1 01 2
- - 0 0 0 1

Wyniki zweryfikowa¢ przez odpowiednie sprawdzenie. Obliczenia wykona¢ w dowol-

nych komputerowych systemach obliczen symbolicznych.
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3. Rozwiazaé nastepujace zagadnienia poczatkowe

Ty = x1 + X9, x) = x1 + x2 — cost,

a) { wh = 4wy — 211, b) ¢ f, = —2x1 — w3 +sint + cost,
£1(0) = 0, 22(0) = —1, z1(0) =1, z2(0) = —2.

Odp Odp

a) xp = ¥ — 3, xy = ¥ — 2e%, b) 1 = (=t + 1) cost — sint,

x9 = (t —2)cost + tsint.
4. Znalezé¢ rozwiagzanie zagadnienia

2" + x = cost,
z(0) =1, 2/(0) = —1.
Wsk. Sprowadzi¢ dane zagadnienie do uktadu réwnan liniowych rzedu pierwszego.
1
Odp. z(t) = it sint 4+ cost — sint.

Inna, bardziej efektywna metoda rozwiazywania tego typu rownan, bedzie przedsta-

wiona w nastepnym rozdziale.
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4 Skalarne réwnania liniowe rzedu n

4.1 Podstawowe definicje i twierdzenia

W rozdziale tym bedziemy rozpatrywaé¢ rownania postaci
2™+ a1 (D2 @ ()" + - ar (D2 + ao(t)x = f(1), (1)

gdzie ag(-),...,an—1(:), f(-) sa danymi funkcjami ciaglymi w przedziale I C R. Niewia-
doma w tym réwnaniu jest funkcja skalarna x(-). Réwnanie (1) nazywa sie rdwnaniem
liniowym skalarnym rzedu n, niejednorodnym. Jezeli f(t) = 0, to réwnanie (1) nazywamy

rownaniem lintowym jednorodnym.

Oznaczmy przez Ly (z)(t) lewa strong réwnania (1). Wéwczas réwnanie to zapiszemy

krétko w postaci

Ln(z)(t) = f(1). (1)
natomiast réwnanie jednorodne w postaci
Ly(z)(t) = 0. (2)

Operator L,, przyporzadkowuje funkeji z(-) klasy C™ na I, funkcje L, (z)(-), ciagla na I.
Zatem
Ly, : C™(I) — C°(I).

Oczywiscie L, jest operatorem liniowym. Zbiér M, rozwigzan réwnania jednorodnego,
(jadro operatora L), jest podprzestrzenia przestrzeni C"(I). Kazda baze przestrzeni M
nazywaé bedziemy fundamentalnym ukladem rozwigzan, (bazowym ukladem calek), row-

nania (2). Jak sie niebawem okaze, dim M = dimker L,, = n.

Roéwnanie skalarne rzedu n mozna jak wiemy, (zobacz str. 37 — 38), przedstawié w
postaci ukladu n réwnan rzedu pierwszego. W tym przypadku bedzie to uktad liniowy.

Istotnie, oznaczajac

r=x1, xo=a) =2, xz=ah =", . x, =1, = x("_l),
otrzymamy uktad réwnan
)
xh = x3
(3)
x4 =x,
xl, = —ap(t)zy — a1 (t)xe — - — ap—1(t)zn + f(1)

réwnowazny réwnaniu (1). W zapisie macierzowym bedzie to réwnanie

x' = A(t)x + b(t) (4)
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z niewiadomg funkcja wektorowa

x1(t x(t)
x(t) = xo(t _ T (t) ’
T () x(”*l)(t)
gdzie
0 0 0
0 0 1 0 0
Aft) = : : - : , b(t) = :
—ag(t) —ai (t) —CLQ(t) e —an,l(t) f(t)

Roéwnanie jednorodne (2) przeksztalci sie w uklad jednorodny

Zauwazamy, ze jesli funkcja wektorowa x(t) jest calka réwnania (4), (lub (5)), to jej pierw-
sza wspolrzedna z1(t), jest calka réwnania skalarnego (1), (lub (2)), a nastepne wspo6i-

rzedne sa kolejnymi pochodnymi funkeji x;(¢).

Niech
r11(t) 71 (t) T1n(2) T (1)
(t) = 9021‘(75) _ 33'1:(0 o x() = 932n:(t) _ ()
roa1) ) o) )

bedzie ukladem fundamentalnym rozwiazan ukladu jednorodnego (5). Wéwcezas uklad

funkcji skalarnych
{a:n(t), ‘e ,xln(t)} = {xl(t), ey :Iin(t)}
stanowi uklad fundamentalny rozwiazan réwnania jednorodnego (2). Naturalng jest wiec

Definicja 4.1 Wronskianem ukladu {z;(¢),...,z,(t)} n calek skalarnego réwnania li-

niowego jednorodnego rzedu n, nazywamy wyznacznik

x1(t Zn(t)

2 (t xl (¢

Wlt;x1,...,xn] = i <)
e () B S ()

7 twierdzen 3.6 i 3.7 na str. 52 wynika nastepujace
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Twierdzenie 4.1 Uklad {z1(-),...,x,(:)} 2lozZony z n calek réwnania (2) jest ukladem
fundamentalnym wtedy i tylko wtedy, gdy Wt;x1,...,x,] # 0 dla pewnego t € I. Wowczas

catka ogdlna tego rownania wyraza sie wzorem
n
a(t) =Y Cix(t), tel, (6)
i=1

gdzie C; sqg dowolnymi stalymi.

Uwaga. Funkcje a;(t), wystepujace w réwnaniu (1) i (2), moga mie¢ wartosci zespo-
lone, wowczas stale C; we wzorze (6) sa liczbami zespolonymi. Jezeli wszystkie funkcje
a;(t) w réwnaniu (2) sa rzeczywiste i calki x;(t) sa tez rzeczywiste, to stale C; sa stalymi

rzeczywistymi.

Calke ogélna réwnania niejednorodnego (1) wyznaczymy podobnie jak caltke ogdlna
niejednorodnego uktadu réwnan liniowych rzedu pierwszego, metoda uzmienniania statych
(zobacz str. 52). State C; we wzorze (6) na catke ogélna réwnania jednorodnego, zastapimy

chwilowo nieznanymi funkcjami C;(t). Zatem rozwiazanie réwnania (1) przyjmie postaé

n

z(t) = Ci(t)mi(t).
i=1
Uktad réwnan (17) ze str. 52, zastosowany do ukladu niejednorodnego (4), daje nam uktad
liniowy
1)+ -+ CL)an(t)
Cr(t)zy(t) + -+ + Cpt)a(t)

o O

(7)

CL@a" V(1) + -+ Cha V(1) = f(1)
z niewiadomymi C(t),...,C} (t). Wyznacznik W (t) = W{t;z1,...,z,] tego ukladu jest
rézny od zera, wiec uktad (7) ma jednoznaczne rozwiazanie dane wzorami Cramera

Wi(t)

Ci(t) = W) i=1,..

Sy M.

Stad

_ [ W@ L
Q@—/W@ﬁ+%2_me

Ostatecznie calka ogélna réwnania niejednorodnego (1) dana jest wzorem

z(t) = ; Cizi(t) + ; </

Pierwszy skladnik po prawej stronie wzoru (8), jest oczywiscie catka ogélna réwnania

%gﬁywyta: (8)

jednorodnego. Oznaczmy go przez xo(t). Drugi, ktéry oznaczymy przez x ¢(t) jest dowolna,
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ale ustalona calka szczegdlna réwnania niejednorodnego. Wzér (8) mozna teraz zapisaé
krétko
x(t) = zo(t) + x¢(t) lub CORN = CORJ + CSRN. (9)

Wyznaczanie uktadu bazowego réwnania liniowego o wspoétczynnikach funkcyjnych,
jest na ogél zadaniem trudnym. W szczegdélnych przypadkach udaje sie odgadnaé dla

rownania jednorodnego rzedu drugiego
2" +ai1(t)a’ + ap(t)z =0

jedna jego calke szczegélna x1 = ¢(t). Wtedy calke ogélna tego réwnania znajdujemy
przez podstawienie z = @(t) - z(t), a nastepnie 2z'(t) = wu(t). Metode ta zilustrujemy
przyktadem.

Przyktad 4.1 Wyznaczyé catke ogdlna rownania
(t? + D" — 2tz’ + 22 =0,

jezeli znana jest jego jedna caltka szczegdlna x; = t.
Rozwiazanie: Latwo wida¢, ze funkcja x1 = t jest calky szczegdlng danego
réwnania. Stosujemy podstawienie x =t - 2(t). Wtedy 2’ = z + t2’ oraz 2" = 22" + t2".

Podstawiamy z, z’, 2”7 do danego réwnania i otrzymujemy
(t2 4+ 1)(22' +t2") — 2t(z + t2') + 2tz = 0.
Po przekszalceniach otrzymujemy réwnanie
t(t? +1)2" +22/ =0,

w ktérym niewiadoma funkcja z(t) wystepuje tylko z pierwsza i druga pochodna. W ta-
kim przypadku mozemy obnizy¢ rzad réwnania przez podstawienie z’ = u. Dostaniemy
rownanie rzedu pierwszego

t(t* + 1)’ +tu = 0.

Zauwazamy, ze jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych. Rozdzielamy zatem zmienne

du:—/ 2 dt<:>/6lu:—2/(1—t>dt.
u t(t2+1) u t t?2+1

i otrzymujemy

Stad
1
In|u| = =2(In|t| — an [t 4+ 1]) + In |C]

oraz 9
t“+1
U = C]'T
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Wracamy do podstawienia 2z’ = u.

1 1
= 2/201<1+7§2> = 2201<t—t)+02.

Ostatecznie catka ogdlna danego réwnania jest postaci

z=Cy(t? — 1)+ Cat.

7 rozwiazania wida¢, ze druga calka ukladu bazowego jest funkcja xo = t2 — 1.

4.2 Skalarne réwnania liniowe o stalych wspétczynnikach

Rozpatrujemy réwnanie jednorodne
™ a1z 4o a4 agr =0 (10)

zapisane krotko
Ly(x)=0

i rownowazny mu uktad réwnan

x) = x9 (x =11)
zh = x3
g (11)
X, = —apxT1 — a1Ty — - — Ap_1Tp
0 macierzy
0 0 0
0 1 0
A= ,
—ap —a1 —ag ... —Qp-1
gdzie wspolezynniki ag, .. .,a,—1 sa stale (moga to byé nawet wspélezynniki zespolone).

Wyznaczymy uklad bazowy calek réwnania (10). Zaczniemy od réwnania charakterystycz-

nego uktadu jednorodnego (11).

—A 1 0
0 A 1 . 0
det(A - M) =0 < | . o ' = 0.
—ap —a1 —ay ... —Qp-1 — A

Po obliczeniu wyznacznika dostajemy réwnanie

A+ a1 A" @i+ ag = 0. (12)
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Réwnanie (12) nazywa sie réwnaniem charakterystycznym réwnania (10). Zauwazymy, ze
rownanie charakterystyczne mozna napisa¢ bezposrednio na podstawie samego réwnania
rézniczkowego (10), bez potrzeby przeksztalcania go do ukladu réwnan rzedu pierwszego.
Roéwnanie (12) ma na ogdél pierwiastki zespolone, pojedyncze lub wielokrotne. W przypad-
ku uktadéw liniowych o statych wspétezynnikach, uklad fundamentalny wyznaczaliémyw
oparciu o wektory wtasne i podprzestrzenie niezmiennicze macierzy A. W przypadku réw-
nan typu (10), wyznaczanie ukladu fundamentalnego jest znacznie prostsze. Zauwazymy
najpierw, ze jesli A\¢ jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego (12), to funkcja
z(t) = e jest calka réwnania jednorodnego (10).

Istotnie. Niech

x(t) = Mt Wtedy 7' (t) = Xoet, .., =™ (t) = A{JLBAOt

oraz
2™ 4, 12D 4 a4 agr = Age)‘ot + )\gflert + o agAoet 4 qpet =

= €>\0t ( 8 + an_1)\g_1 + - 4 a1+ ao) =0.

0
Gdyby réwnanie charakterystyczne mialo n réznych pierwiastkéw Aq, ..., Ay, to mieliby-
émy uktad {x1(t) = eM!,... x,(t) = e’} zlozony z n réznych calek réwnania (10).

Okazuje sie, ze wronskian tego uktadu jest rézny od zera. Bylby to wiec uktad bazowy
catek tego rownania. Jezeli natomiast A\g jest k—krotnym pierwiastkiem rownania charak-

terystycznego, to funkcje
z1(t) = e, xo(t) = teh, .., xp(t) = thTleto!

sa liniowo niezaleznymi catkami réwnania (10). Sprawdzimy ten fakt na przyktadzie réw-
nania rzedu drugiego
2"+ a7’ +apr =0 (Lo(x) = 0). (13)

Niech wyréznik réwnania charakterystycznego
A+ a )+ apg =20

bedzie réwny zero. Wtedy Ao = —aq/2 jest jego podwdjnym pierwiastkiem. Sprawdzimy,

ze funkcje

z1(t) = M oraz xy(t) = teot

sa catkami réwnania (13). Wystarczy sprawdzié, ze druga z tych funkcji jest calka tego

rownania. Obliczamy jej kolejne pochodne:
ah(t) = M 4 Aot 2 (1) = Aoe ! + Nge 0t 4 A2eM0T = (22 + Adt)eMr.

Zatem



82 W.Graziewicz ROWNANIA ROZNICZKOWE

La(22)(t) = 2(No 4+ Nat)e™! + ay (1 + Aot)e! + agte! =

= {(/\% 4+ a1Ao + ao) t+ (2)\0 + al)] et — .
0 0

Ponadto wronskian uktadu funkcji x1(t) = e*!, xo(t) = te ! réwny

e)\()t tez\ot

_ 2ot
Aoeot (1+ )\ot)eAOt - 7 0.

Wt;xq, 2] = ‘

Wiec funkcje 1(t) = e*! i x9(t) = te*! sa liniowo niezaleznymi calkami réwnania (13).

Mozemy sformutowaé teraz

Whniosek 4.1 Jezeli A\, Ao, ..., \p sq pierwiastkami réwnania charakterystycznego (12),
krotnosci odpowiednio mi,ne,...,ng, to uklad funkcyi
{e)‘lt, te’\lt, .. ,t”l_le’\lt, e)‘Qt, .. ,t"2_16>‘2t, ... ,t”’“_le)"“t}

jest ukltadem bazowym calek réwnania L,(x) = 0.

Przyktad 4.2 Wyznaczyé catke ogdlna rownania

@+ (242" + (3+ 2i)a" + (44 i)a’ + 22 = 0.

Rozwiagzanie: Piszemy réwnanie charakterystyczne
MA@+ +B+20N+ (4 +i)A+2=0.

Jego pierwiastkami sa
AMa2=—1, A3=1, M\=—-21.

Zatem ukladem bazowym calek jest uklad
{e_t,te_t, et e—Qit} .
Calka ogélna danego réwnania wyraza si¢ wigc wzorem

x(t) = C’le_t + Czte_t + Cgeit + C4€_Qit, Cl, 02, Cg, C4 e C.

Najtrudniejszym momentem w rozwigzaniu tego zadania jest znalezienie pierwiastkow
rownania charakterystycznego. Stosujemy tutaj metody poznane na algebrze. Poszukuje-
my pierwiastkéw posrod podzielnikow wyrazu wolnego. Obnizamy stopien rownania dzielac
wielomian po jego lewej stronie przez odpowiedni dwumian. Dochodzimy w ten sposéb do
rownania kwadratowego, ktérego pierwiastki potrafimy wyznaczy¢ przy pomocy znanych

wzoréw.
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Roéwnanie liniowe o wspdlczynnikach rzeczywistych

Jezeli w réwnaniu (10) wszystkie wspélezynniki a; sa rzeczywiste, to naturalng rzecza jest
poszukiwaé rozwiazania w postaci rzeczywistej. W przypadku, gdy wszystkie pierwiastki
rownania charakterystycznego sa rzeczywiste, to uktad bazowy sktada sie z samych funk-
cji rzeczywistych. Jezeli natomiast rownanie charakterystyczne ma pierwiastek zespolony
Ao = o + if3, to wystepuje on w parze z pierwiastkiem Mg = a — i3, z nim sprzezonym.

Wtedy tej parze pierwiaskéow zespolonych odpowiada para rzeczywistych catek
z1(t) = e cos Bt, wo(t) =esinft, teR, a,f €R

réwnania L, (z) = 0. Uzasadnimy ten fakt.
Zauwazymy najpierw, ze jesli funkcja zespolona x(t) = z1(t) + ix2(t) jest calka réwnania
L,(x) = 0, o wspélczynnikach rzeczywistych, to Rex(t) = x1(¢t), oraz Imuz(t) = xa(t)

tez sg catkami tego rownania. Istotnie
L,(z) =0 & Ly(x1+ize) =0 < Ly(x1)+ily(x2) =0 < Ly(z1) =01 Ly(x2) = 0.

Zatem jesli z(t) = (@) jest calka réwnania Ly(z) =0, to z1(t) = Rex(t) = e cos Bt

oraz ma(t) = Imx(t) = e sin Bt sa tez calkami tego réwnania. Ponadto wronskian

e cos [t e sin Bt

Wit;x1, 29| =
521, 72] (e cosBt)  (e*tsinBt)

= Be! 20,

wiec calki x1(+) 1 z2(+) sa liniowo niezalezne.

Ogodlnie, jesli \g = a+if jest k—krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycznego,
to Ao = a — i3 jest tez k-krotnym pierwiastkiem i parze tych pierwiastkéw odpowiada
uktad

{e cos Bt, e* sin Bt, te™ cos Bt, te* sinft, ..., th=1e cos Bt, tF1e™ sin Ot}

2k liniowo niezaleznych catek uktadu bazowego.

Zestawmy na koniec calki ukladu bazowego réwnania L,(x) = 0 o wspdlczynnikach
rzeczywistych, w zalezno$ci od rodzaju pierwiastka réwnania charakterystycznego, w ta-
beli:

Rodzaj pierwiastka Calki uktadu bazowego

réwnania charakterystycznego odpowiadajace temu pierwiastkowi
Ao — pojed. pierw. rzeczywisty erot

Ao — k-krotny pierw.rzeczywisty et perot k=LAt

Mo = a+if — poj. pierw. zespolony | e* cos Bt, e sin Gt
A =a*if — k-krotny pierw. e cos ft, te® cos fBt, ..., tF"1e™ cos (Bt

zespolony e® sin Bt, te®sinft, ..., tF e sin Gt
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Przykltad 4.3 Wyznaczy¢ catke ogélna rownania jednorodnego:
a) 2 +22" +2' =0, b) z® +22" 42 =0.
Rozwigzanie:

a) Réwnanie charakterystyczne: A2 +2X\2 4+ A =0 < A\ +1)?2=0. Stad

A =0, M3=-1 = uklad bazowy = {1, e %, te }.
Calka ogélna: z(t) = Cy + Cae™t + Cste™t.

b) M4+2X2+1=0 & (M+1)2=0 & A=i)2A+i)?=0 & A\2=1,

Stad uktad bazowy = {cost, tcost, sint, tsint} i calka ogélna:
x(t) = (C1 + Cat) cost + (C3 + Cyt) sin t.

Przyklad 4.4 Wyznaczy¢ catke ogdlna réwnania niejednorodnego:

e2r sint

a) y' —dy= 1

Rozwigzanie:

b " / — .

) ot cos? t

a) Znajdujemy najpierw calke ogdlna réwnania jednorodnego y” — 4y = 0.
AN —4=0, \ =2, \a =—2 = uklad bazowy = {€%*, e72*} oraz
CORJ — yo(z) = C1e* + Cae™ 2"

)\374 = —1.

Calke ogdlng réwnania niejednorodnego wyznaczymy metoda uzmienniania statych.

Niech
y(z) =C1 (33)6293 + Cg(x)e_z"”.

(%)

Niewiadome funkcje Ci(x) i Cy(z) wyznaczamy z ukladu réwnan (zobacz (7), str. 77)

Ci(x)e®® + Ch(z)e ™ =0

2z
C! . 9e2% C! e 2T} — ¢
l(x) e + 2(1’)( € ) 62x—|— 1’
62:p e 2z
W(l‘) = 262:0 2672:1: = _4’
0 e 2 1 e2r 0
M@ =| @, 5 |T @i Wa@) =1 5 e
2o € € e
Zatem
1 6496
/ _ / _
Cl(x) 4(€2$ + 1)7 CQ(x) - _4(6293 + 1) :
Stad
1 1 1 [e®®4+1—¢e*® 1 e
C =— | ——dx = - der = — 1-— d
1) 4/62"”—1—1 v 4/ e2r 41 v 4/( e2r 41 v
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1
=1t 3 ln( 21—1—1)4—01

_ / L s L i =
4 e2x+1 8 t+1 8

= —é (€2$ — In(e** + 1)) + Cs.

Wstawiamy wyznaczone funkcje C1(z) i Ca(z) do wzoru (%) i otrzymujemy

8

1 1 1
y(z) = C1e* + Che 2" + <4x — —In(e*® + 1)) e — 3 (1 — e 2 In(e®® + 1))

CORN = CORJ + CSRN

b) Roéwnanie charakterystyczne i jego pierwiastki:
MNM+A=0 e MA=-i)A+i)=0 & A\ =0, Ao =14, A3 = —i.
Uktad bazowy: {1, cost, sint}; CORJ: zg(t) = C1 + Cocost + Cssint.

Uzmienniamy state:
z(t) = C1(t) + Ca(t) cost + Cs(t) sint. (%)
Rozwiazujemy uklad réwnan, z ktérego wyznaczymy C7, C4, Ci:

Ci(t) + Ch(t) cost + C4(t)sint = 0
—Ch(t)sint + C4(t) cost = 0

sint
—Ch(t)cost — Ch(t)sint = ———.
2( ) 3( ) cos2 t

Dodajac stronami réwnanie pierwsze do trzeciego otrzymamy

sint
Ci(t) = ——.
(1) cos?t
7 drugiego i trzeciego réwnania mamy
sint sin? ¢
Cy(t) = — 5(t) = —

cost’

Stad, catkujac dostaniemy

SNt u—cos 1 1 1
Cl(t):/C;;thdt :t—/—du:erCl:—JrCl;

C’g(t):/ czlsr;f dt = In | cost| + Cy;

—sin“t 1
Cs(t) = dt = 1-— dt =t —tgt .
(1) /coth /< cos2t) gt +Cs

Ostatecznie podstawiajac Cy(t), Ca(t), C3(t) do wzoru (%) otrzymujemy

1
Odp: z(t)=Cy+ Cycost+ Cssint + p——" + costln|cost| + sint(t —tgt).
cos
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4.3 Rozwigzywanie niejednorodnych réwnan liniowych o stalych wspét-
czynnikach metoda przewidywan

Wiadomo, ze caltka ogélna réwnania Ly (z) = f(t) wyraza si¢ wzorem

2(t) = wo(t) + 24(0),
gdzie xo(t) jest calka ogdlng réwnania jednorodnego, a x(t) jest dowolna caltky szcze-
gblng rownania niejednorodnego. W pewnych przypadkach mozna odgadnaé CSRN. Ma
to miejsce wtedy, gdy funkcja f(t) jest wielomianem, funkcja wykladnicza, funkcja trygo-
nometryczng, lub kombinacja tych funkcji. Zachodzi

Twierdzenie 4.2 Jezeli funkcja f(t) ma postaé:
f(t) = ™ [My,(t) cos Bt + Ny, (¢) sin Bt] , (14)

gdzie My, (t) i Np(t) sq wielomianami stopni odpowiednio m in, to catka szczegolna x¢(t),

réwnania niejednorodnego Ly,(x) = f(t), jest funkcjg postaci
zp(t) = e [Py(t) cos Bt + Qp(t) sin Bt] (15)
gdy a+13 nie jest pierwiastkiem rownania charakterystycznego, oraz
zy(t) = the™ [P,(t) cos Bt + Qp(t) sin 5] (16)

gdy o +if jest k-krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycznego. P,(t) i Qp(t)
sq wielomianami tego samego stopnia p = max{m,n}, ktérych wspétczynniki wyznaczamy

w oparciu, 0 Téwnos¢ Lyxy = f na przedziale I C R.
Zilustrujemy to twierdzenie przyktadami.

Przykltad 4.5 Wyznaczy¢ catke ogélna réwnania niejednorodnego:
a) o' —x=t>—t+1.
Rozwiagzanie: Rozwigzujemy najpierw réwnanie jednorodne
' —x=0.
Réwnanie charakterystyczne:
N—1=0= \=1, =1
Zatem CORJ dana jest wzorem
2o(t) = Cre! + Coe™t.
Calke szczegdlng rownania niejednorodnego wyznaczymy metoda przewidywan. Funkcje
f(t) =t> —t+1 poréwnujemy z funkcja wzorcowa (14). Mamy tutaj:
a=0, =0, Mt)=t>—t+1, N(t)=0, p=2.
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Sprawdzamy teraz czy a+1/3 jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego. W naszym
przypadku « + i6 = 0, a 0 nie jest pierwiastkiem rownania charakterystycznego, wiec

korzystajac z wzoru (15) CSRN przewidujemy w postaci
zp(t) = At* + Bt + C,
gdzie wspélczynniki A, B, C' dobierzemy tak, aby funkcja xy(¢) spelniata réwnanie nie-
jednorodne. Przedtem obliczamy
oy (t) = 24t + B, 2{(t) = 2A.
Podstawiajac x, i x’Ji do réwnania niejednorodnego, otrzymamy
24— At? - Bt—C =t>—t+1.
Poréwnujemy wspoélczynniki przy tych samych potegach po obu stronach réwnosci otrzy-
mujac
-A=1, -B=-1,2A-C=1 = A=-1,B=1, C=-3.
Wiec
zp(t)=—t*+t—-3
oraz
z(t) = zo(t) + xf(t) = Cret + Coe ! —t* +¢t —3 — CORN.
Odp: z(t) = Crel + Coe™t — 2+t — 3.

b) v +y=4e".

Rozwiagzanie:
N 4+1=0, A\ =i, Ay =—1,

stad
yo(z) = Crcosx + Cysinz — CORJ.
f(x)=4e" = a=1, =0, M(z)=4, N(z) =0, p=0.

«a + i =1 nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego. Zatem
yr(z) = Ae® oraz yj(z) =yj(z) = Ae”.

Podstawiamy ygﬁ i y; do réwnania niejednorodnego i otrzymujemy
Ae” 4+ Ae® =4e” = A =2.

Wiec
yr(x) = 2€”.

O dp: y(zx) =Cicosx + Cysinz + 2e”.
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c) y® + 2y =2z +4.
Rozwiazanie:

M2 =0 & N2 +2)=0=X2=0, \3 =120, \y = —V2i
Uktad bazowy={1, z, cos v/2z, sin v/2z}.
CORJ: yo(z) = C1 + Coz + C5cos V22x 4+ Cysiny2z.

fx)=2r+4 = a=0, =0, M(x) =2x+4, N(z)=0, p=1.
Zauwazamy, ze « + i3 = 0 jest 2-krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycznego,
wiec CSRN wyznaczamy na podstawie wzoru (16).

yr(x) = 2*(Az + B) = Ax® + Ba?.
Stad

yp(z) = 3Ax? + 2B, yi(z) =64z +2B, yj'(z) =064, y§c4) (x) =0.

(4)
f

Podstawiamy y;’ i y}’ do réwnania niejednorodnego i otrzymujemy

1
12Az+4B =2z +4 = AZE’ B =1

Zatem

1
yr(x) = 61‘3 + 22

Ostatecznie

1
Odp: y(x) 201+ng+03cos\/§w+04sin\/§m+6x3+x2.

Uwaga. Jezeli f(t) = fi(t) + fa(t), to xf(t) = xf, (1) + x4, (t), gdzie x4 (t) i@ xp,(t)
sq calkami szczegdlnymi réwnan odpowiednio Ly(z) = fi1(t) i Ln(x) = fa(t).

Istotnie. Jesli

Ln(xfl) = fl(t) i Ln(xfz) - fQ(t)a

to

Ln(zg +ap) = La(zs) + Lo(zg,) = [1(t) + fa(t) = f(2).

Zatem

Tf=1Tp +Tfy.

Przykltad 4.6 Rozwiazaé zagadnienie poczatkowe
"+ x' = 4sin’t
z(0) =0, 2/(0)=1.

Rozwigzanie: Korzystajac z wzoru

1
sin?t = 5(1 — cos 2t),
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zapisujemy dane réwnanie w rownanie w postaci
2 + 12 =2 —2cos2t.

Rozwiazujemy najpierw rownanie jednorodne
242 =0, 2+A=0 = A\ =0, g =—1,

wiec
zo(t) = C1 + Cae™ — CORJ

Funkcja f(t) =2 — 2cos2t nie jest funkcja postaci (14), jest natomiast suma funkcji
filt) =2 i fao(t) = —2cos2t,

ktoére sa postaci (14). Wiec zgodnie z powyzsza uwaga,
zy(t) =g (t) + 25, (1).

Wyznaczamy calki szczegdlne. Dla funkcji f; mamy:
fit)=2 = a=0, =0, M(t)=2, N(t)=0, p=0.

a+ 16 = 0 jest 1-krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, wiec
zp(t) =t A, 2 = A 2 =0.

Podstawiajac 'y, i 2/ do réwnania 2" + 2’ = 2 otrzymamy A = 2. Zatem
xp =2t

Podobnie dla funkcji fa:
fa(t) = —2cos2t = a=0, =2, M(t)=-2, N(t)=0, p=0

«a + ¢80 = 2i nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, wiec
xf,(t) = Acos2t + Bsin2t.

Stad
a’, = —2Asin2t + 2Bcos2t, % = —4Acos2t — 4B sin2t.

Po wstawieniu #; i 2{ do réwnania
2 + a2’ = —2cos2t

otrzymamy
—4Acos2t — 4Bsin 2t — 2A sin 2t 4+ 2B cos 2t = —2 cos 2t.

Poréwnujemy odpowiednie wspotczynniki po obu stronach réwnosci i otrzymujemy uktad
réwnan
2B —4A = -2 2 1
= .
—4B—-2A=0 5 5
Wiec
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2 1
xp,(t) = 7 Cos 2t — gsin 2t.

Zatem
2 1.
xp(t) =2t + £ cos 2t — = sin 2¢.
Calka ogdlna danego réwnania niejednorodnego jest réwna
2 1
2(t) = Cy + Coe™t + 2t + = €O 2t — = sin 2t.

Do calki ogblnej podstawiamy teraz warunki poczatkowe.

2 4 2
z(0) = Cy + C2 + F = 0, 2'(t)=—-Cqre ' +2— gsin2t — 5 cos 2t,

2
Stad
3
Cy = 5 oraz C7 = —1.

Odp: Rozwiazaniem danego zagadnienia poczatkowego jest

3 2 1
x(t) = —1+ge_t+2t+gcos2t— gsin2t.

4.4 Drgania liniowe

Rozpatrujemy réwnanie oscylatora
ma" + pr’ + kx = f(t), (17)

opisujacego drgania ciala o masie m, wymuszone sita f(¢) (zobacz 1.1, str. 9). Przypomnij-
my, ze parametr p oznaczal wspolczynnik oporu oérodka, a parametr k£ — wspdlczynnik
sprezystosci sprezyny. Rozpatrzmy na poczatek przypadek drgan wymuszonych, bez ttu-
mienia.

ma” + kx = f(t), m,k— stale dodatnie.

Po podzieleniu przez m i oznaczeniu wg = {/ —, powyzsze rOwnanie przyjmie postaé
\/ m

f(t)

" + w(z)a: = —.
m
Réwnanie jednorodne, odpowiadajace drganiom swobodnym tego oscylatora, ma postaé
"+ w%x =0.

Réwnanie charakterystyczne: A2 + Wi =0 & A\ =iwy, A2 = —iwg, stad rozwigzanie

réwnania jednorodnego wyrazone jest wzorem

xo(t) = C1 coswot 4+ Co sinwpt, (18)
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gdzie state C i Cy wyznacza sie z warunkéw poczatkowych:
x(0) = xy — wychylenie poczatkowe oraz
2'(0) = vy — predkosé poczatkowa.

Przeksztalémy jeszcze rozwiazanie (18) w nastepujacy sposéb:

Cl CQ
— 2 2
nO=Var e g JCi 1 C2

= M (cos p cos wpt + sin ¢ sin wot),

coswyt + sin wot

gdzie

Cl C2
2 2 M —
\C7 + C5 , ﬁ’% N 022 Ccos ¢, Tf N 022

Ostatecznie, przy powyzszych oznaczeniach, wzor (18) przyjmie postaé

= sin p.

xo(t) = M cos(wot — ¢).

Wynika z niego, ze funkcja xo(t), opisujaca drgania swobodne, jest funkcja okresowa o
okresie 27 /wq 1 czestotliwosci wy. Amplituda M i przesuniecie fazowe ¢ zaleza od warunkéw
poczatkowych. Czestotliwosé wy drgan wlasnych zalezy tylko od masy m i wspétezynnika

sprezystosci k.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy oscylator bez ttumienia jest wzbudzany harmonicznie

sita f(t) = Psinwt. To znaczy rozwazmy réwnanie

ma” + kx = Psinwt.
Po podzieleniu obu stron réwnania przez m otrzymamy réwnanie niejednorodne

x" + wir = Asinwt, (19)
gdzie A = P/m. Rozwiazanie ogélne tego réwnania dane jest wzorem

2(t) = 7o(t) + 250,

gdzie zo(t) okreslone jest wzorem (18), a xf(t) jest dowolna calka szczegdélng réwnania
niejednorodnego (19), ktéra wyznaczymy metoda przewidywan. Rozpatrzymy dwa przy-

padki.
1° Przypadek podstawowy, gdy w # wyp.

f(t)=Asinwt = a=0, f=w; a+if =iw nie jest pierwiastkiem réwnania cha-

rakterystycznego, stad
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xf(t) = Beoswt + Dsinwt
2’s(t) = —Bwsinwt + Dw cos wt
x’i(t) = —Bw? coswt — Dw? sin wt.
Wstawiamy :L"’]ﬁ i x¢ do réwnania (19) i otrzymujemy

—Bw? coswt — Dw? sinwt + w3 (B coswt + Dsinwt) = Asinwt, stad

A
B=0, D= o3 otz rf(t) = 54— sinwt.

G — w wd — w?
Roéwnanie ruchu (drgan) oscylatora ma w tym przypadku postaé
. A .
z(t) = C1 coswot + Cay sinwpt + ——— sinwt.
W§ —w

Zatem na ruch sktadaja sie dwa drgania harmoniczne: jedno z czestotliwoscia wg drgan
wlasnych, drugie z czestotliwodcia w wymuszenia. W szczegdlnoéci, przy zerowych warun-
kach poczatkowych, otrzymamy rozwiazanie dane wzorem
A w . .
z(t) = ——5—— | —sinwot —sinwt | .
CUO — W wo

Otrzymane rozwiazanie jest szczegodlnie interesujace, gdy w jest bliskie wg. Na wykresie

przedstawione sg drgania bez tlumienia dla A=1, wg=1, w=1,2.

A

Rys. 1
Takie drgania nazywaja sie biciem.

2° Przypadek osobliwy, gdy w = wg. Wtedy a + 13 = iwg jest pierwiastkiem réwnania

charakterystycznego i calke szczegdlnag rownania nejednorodnego poszukujemy w postaci
xf(t) = t(B coswot + Dsinwot).

Obliczamy x}, x’Jé, podstawiamy do réwnania niejednorodnego i otrzymujemy

A A
B=-"""D=0 = a4(t)=———tcost.
500 xf(t) 50 cos

Zatem

A
x(t) = C} cos wot + Cy sin wot — 2—t cos wot.
wo
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Pierwszy cze$¢ rozwiazania, odpowiadajaca calce ogdlnej réwnania jednorodnego, jest
funkcja okresowa, ograniczong. Odpowiada ona drganiom swobodnym. Druga czesé jest
funkcja nieograniczona, jej amplituda dazy do nieskonczonoéci. Zachodzi w tym przypad-
ku zjawisko rezonansu wystepujace wtedy, gdy czestotliwosé silty wymuszajacej jest réwna
czestotliwosci wlasnej ukladu. W szczegdlnosci, przy zerowych warunkach poczatkowych

otrzymamy rozwiazanie dane wzorem

A A
z(t) = =— sinwpt — ——t cos wot,
2w(2) 2wq

ktérego wykres przedstawiono na ponizszym rysunku.

Ay

Rys.2

Niech teraz wspétczynnik p oporu osrodka w réwnaniu (17) bedzie wigkszy od zera.

Oznaczmy dodatkowo h = p/2m. Wtedy réwnanie (17) przyjmie postaé

t
x” + 2ha’ + Wiz = & (20)
m
Rozwiazemy najpierw réwnanie jednorodne
2" + 2ha’ + Wiz = 0. (21)

Piszemy réwnanie charakterystyczne
M 4 20\ + wi = 0.

A = 4(h? — w?). Rozpatrzymy przypadki:
1° A >0, tzn. h > wp (opér stosunkowo duzy). Wtedy

A = —h+/h? — w3, Ay =—h —/h? — w3 — oba pierwiastki sa rzeczywiste, ujemne.

Rozwiazanie wyraza si¢ wzorem

zo(t) = Cle(—h-‘r\/m)t n 026(—h— hQ—wg)t‘
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Przy t — oo, jest xo(t) — 0. W tym przypadku mamy do czynienia z zanikaniem ruchu,

bez drgan. Wykres tego typu rozwiazania przedstawiony jest na ponizszym rysunku.

Ay

a4

Rys. 3

2° A <0, tzn. h < wp (op6r osrodka jest maly).
Pierwiastkami réwnania charakterystycznego sa

A = —h+iywd —h2 Ay =—h—iy/wd — B2,

zatem caltka ogdlna rownania jednorodnego ma postaé

zo(t) = e Mt (01 cos\/wd — h?t + Casiny/wd — h2t) .

Czynnik w nawiasie odpowiada za drgania ukltadu. Czynnik e ttumi amplitude tych
drgan, ktére zanikaja w sposob wyktadniczy. Wykres drgan tego typu przedstawiony jest

na ponizszym rysunku.

Rys. 4

3° A =0, tzn. h = wy, A2 = —h. Rozwiazanie
x()(t) = (Cl + Cgt)eiht
dazy do zera przy t — oo. Ruch zanika bez drgan.

Zalézmy teraz, ze na oscylator dziala sila zewnetrzna f(¢) = Psinwt. Réwnanie (20)
przyjmie teraz postaé
& + 2ha’ + wir = Asinwt, (22)
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gdzie A = P/m. Rozwiazanie tego réwnania jest suma calki ogdlnej z((t) réwnania jed-
norodnego i calki szczegélnej x¢(t) réwnania niejednorodnego. Te ostatnia wyznaczymy
metodg przewidywan. Zauwazymy, ze « + i3 = iw nie jest pierwiastkiem réwnania cha-

rakterystycznego przy dowolnych wg i h, wigc s jest funkcjg postaci
xf(t) = Beoswt + Dsinwt, (23)

gdzie B i D sa stalymi tak dobranymi, by funkcja (23) spelniala réwnanie (22) (nie
bedziemy wyznaczaé tych stalych). Rozwiazanie xo(t) réwnania jednorodnego dazy do
zera, wiec rozwigzanie

x(t) = zo(t) + Bcoswt + Dsinwt

réwnania niejednorodnego dazy, przy t — oo, do funkcji z¢(t), danej wzorem (23). Oznacza
to, ze po dostatecznie dlugim okresie czasu t, rozwiazania réwnania (22) niewiele réznia
sie od rozwiazan réwnania (21) i drgania, mozna powiedzie¢, odbywaja sie okresowo z
czestotliwoscig wymuszenia.
Na przyktad rozwigzaniem zagadnienia

"+’ + 0,252 = sint

z(0) =2'(0) =0
jest funkcja

z(t) = 0,64 %5t +0,8te %Pt — 0,64 cost — 0,48 sint,

ktorej wykres przedstawiony jest na rysunku.

X
ey

NIRRT

Rys. b

-V

4.5 Rownanie Eulera

Definicja 4.2 Réwnaniem Eulera rzedu n nazywamy roéwnanie

"™ 4 oa, "D 4 gt + agr = f(1). (24)
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Jest to wiec réwnanie liniowe o wspétczynnikach funkcyjnych postaci a;t'. Réwnanie Eulera

doprowadzamy do réwnania liniowego o stalych wspotczynnikach przez podstawienie

t=e",
gdzie u traktujemy jako nowa zmienna niezalezna. Wowczas x(t) = x(t(u)) jest funkcja

zlozona zmiennej u. Rozniczkujac funkcje x wzgledem u otrzymamy

dr  drvdt dxz
du  dtdu  dt <
Stad
dr  dz
dat ~ du®
Obliczajac kolejne pochodne dostaniemy

dt2  dt \du  \du? du dt2  \du? du ’

Analogicznie

—Uu

d>x d>x d’x dx
CF (22 307, 90T o=8u g,
a3 (du3 Sz T du> © '

Wstawiamy obliczone pochodne do réwnania (24) i otrzymujemy réwnanie liniowe o sta-

lych wspolezynnikach z niewiadoma funkcja = = x(u).

Przyktad 4.7 Wyznaczy¢ calke ogélng réwnania t2z” + ta’ + z = sin(Int).

Rozwiagzanie: Podstawiamy

dx >z dx
t=¢€" u=Int, 2’ o2 = ( ) e 2

ot du?  du
do danego réwnania i otrzymujemy
e2v (Zzu:g — Zi) e 2 4 e“;%e_“ + x = sinu.
Stad po przeksztalceniu otrzymujemy réwnanie
d*x )
T2 +x =sinu,

ktore jest réwnaniem liniowym o stalych wspétczynnikach, z niewiadoma funkcja x zmien-
nej niezaleznej u. Rozwiagzujemy najpierw réwnanie jednorodne. Rownanie charaktery-
styczne A% 41 =0 ma pierwiastki A\; =i, A\ = —i, stad CORJ:

xo(u) = Cq cosu + Cy sin u.
Rozwiazanie réwnania niejednorodnego wyznaczamy metoda przewidywan.

f(u) =sinu, a =0, =1, a+if =i jest pierwiastkiem réwnania charakterystycz-

nego. Stad
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xf(u) = u(Acosu + Bsinu),
2’y (u) = (A + Bu)cosu + (B — Au) sinw,
2t = (2B — Au) cosu — (2A + Bu) sinu.

Podstawiajac x'Jﬁ i 2y do réownania niejednorodnego dostaniemy

(2B — Au) cosu — (2A + Bu)sinu + u(Acosu + Bsinu) = sinu &

1
& 2Bcosu — 2Asinu =sinu = A:_§’ B =0.
Zatem
1
xf(u) = —gucosu.

Calka ogdlna réwnania jedorodnego wyraza sie wzorem

1
z(u) = Cycosu+ Cysinu — FU sin u.
Wracajac do zmiennej z dostajemy

O dp: z(t) = Cycos(Int) + Cysin(lnt) — %lntcos(ln t).

4.6 Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych metoda eliminacji

Roéwnanie liniowe n-tego rzedu mozna, jak wiemy, przeksztalci¢ do uktadu n rownan linio-
wych rzedu pierwszego. Mozliwa jest réwniez operacja odwrotna. Uklad n réwnan linio-
wych rzedu pierwszego mozna doprowadzi¢ do réwnania liniowego rzedu n. Wyjaénimy to

na przyktadzie.

Przykltad 4.8 Rozwiagzaé zagadnienie poczatkowe

¥=x+y+et
y =3r-y
z(0) =0, y(0) = 1.

Rozwigzanie:

Pierwsze z tych réwnan rézniczkujemy obustronnie wzgledem t.* Otrzymamy réwnanie

1 / / t
r =x +y +e,

do ktérego za 3, na podstawie drugiego réwnania, podstawiamy 3z — y. Dostaniemy

" =2 +3z—y+e.

4Rozwigzania z(-) 1 y(-) powyzszego uktadu sa funkcjami rézniczkowalnymi, stad zaréwno =’ jak iy, jako

suma funkcji rézniczkowalnych, sa tez rézniczkowalne i w kosekwencji x i y sa dwukrotnie rézniczkowalne.
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7 pierwszego réwnania mamy

y=a —x—¢. (%)

Stad

g =g’ +3z -2 +x+e +¢€,

co po uporzadkowaniu daje réwnanie

!
2 — Az = 2¢,

w ktorym nie wystepuje juz niewiadoma funkcja y. Rozwigzujemy to réwnanie. Jego catka

ogoélna wyraza sie wzorem
2t o 24
x(t) = Cre”* + Cre™ =" — ge )
Funkcje y otrzymujemy ze zwiazku (x).
2t ot 2 2t o, 24 2t -2t t
y(t) = 2C1e*" — 2Ce " — §€ — Cre”t — Che™ " + ge —e'=C1e —3Ce " —e
Zatem catka ogdlna danego uktadu réwnan jest

2
z(t) = C1e? + Coe™2 — get
y(t) = Cre?t — 3Che2 — ¢,

Podstawiamy warunki poczatkowe

3

2
0=C1+Cy— =
0=C1—-3Cy—1

istad
3 1
Ci=-, Co=——.
1 4 ) 2 12
Ostatecznie rozwiazaniem danego zagadnienia poczatkowego jest
Odp:

3 1 2
2(t) = 262 — 72 _ Tt

4 12 3

3 1
y(t) = Ze% + 16_% — e,
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Cwiczenia

1. Funkcje e’ i t?e! sa calkami pewnego rézniczkowego réwnania liniowego jednorod-

nego rzedu drugiego. Wykazac, ze tworza one ukltad bazowy i znalezé¢ to réwnanie.

2. Wyznaczy¢ catke ogdlng réwnania znajac jego jedna catke szczegdlna:

a) (1—tH)z" —2ta’ + 20 =0 m1(t) = t;
sint

2
b) f]fll‘i_;x/‘i‘x:o, xl(t):T

3. Pewnym rozwigzaniem szczegblnym réwnania (1 + 22)y” + 2zy’ — 2y = 422 + 2 jest
funkcja y = 2. Znalezé rozwiazanie szczegblne tego réwnania spetniajace warunki

poczatkowe y(1) =1, ¢'(1)=0.

4. Wyznaczy¢ uktad bazowy oraz catke ogdlna rownania:
a) 2" — 22’ + 5x = 0; b) " + 8x = 0;
¢) 2 — 42" 4+ 4z = 0; d) 20 + 22" 4 2" = 0.

5. Metoda uzmienniania statych rozwiaza¢ rownania:
x

a)y" — 2y +2y = b) y" + 3y +2y =

cosz’ et 4+ 1’

—2x

)y +4y +4y = d) y" +y =tg’z.

4x3—|-33;

6. Stosujac metode przewidywan, wyznaczy¢ calki ogdlne réwnan:
a) 2’ —x = esin2t; b) 2" + 2 = —2sint + 4t cost;

1 z
)y —y' +qy=3+ex; )y -y =dot2me.

7. Znalezé¢ calke ogélng réwnania 2z’ + 4x = 2coswt. Uwzgledni¢ dwa przypadki:
a) podstawowy, b) rezonansowy. Wyznaczy¢ i narysowaé rozwigzanie szczegblne przy

zerowych warunkach poczatkowych, dla: w=4; w=2,1; w =2.

8. Wyznaczy¢ rozwiazanie rownania Eulera:

2

a) 2%y —3vy +4y =~ b) %" — 3t/ + 3v = 4t sin(Int).

9. Metoda eliminacji rozwiaza¢ uktady réwnan:

dz dz dy ¢
&9 2= _ -~ =

) o r+y b) 7 ST + o ¢
dy do L dy_

=x+4+2y+ 32te ™t 5et .

dt a Tt
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5 Interpretacja dynamiczna uktadéw réwnan rézniczkowych

5.1 Trajektorie fazowe

Réwnania i uktady réwnan rézniczniczkowych opisuja najczesciej pewne zjawiska fizyczne
zmieniajace sie w czasie. Dlatego zmienna niezalezna wystepujaca w tych réwnaniach

oznaczaé bedziemy przez t i interpretowac jako czas. Rozpatrywaé bedziemy rownania

x'(t) = £(t,x(1)), (1)

w zapisie wektorowym, lub uktady réwnan

d
% = fl(t,l‘l,.. . ,{L‘n)
Yo fultimr,. . a0)

w zapisie skalarnym. O funkcji wektorowej
f: I xR"— R",

zaktadaé bedziemy zawsze, ze jest funkcja ciagly i spelnia co najmniej lokalny warunek

Lipschitza wzgledem x w zbiorze I x R™.

Funkcje wektorowa
Iy 3t — x(t) = (x1(¢),...,z,(t)) € R™,

bedaca rozwiazaniem réwnania (1) na pewnym przedziale Iy C I, bedziemy interpretowaé
jako ruch punktu x(¢) w przestrzeni R™. Przestrzen zmiennych polozenia punktu x(t),
w tym przypadku przestrzen R™, nazywaé¢ bedziemy przestrzeniq fazowq, (plaszczyzng
fazowq, gdy n = 2) lub przestrzeniq standéw. Warto$¢ funkcji x w punkcie ¢ nazywaé

bedziemy potozeniem punktu w chwili ¢, lub stanem ukladu w chwili ¢.

Funkcja wektorowa f, wystepujaca po prawej stronie réwnania (1), przyporzadkowuje
kazdemu punktowi x € R™ wektor f(¢,x) € R", zalezny na ogdl jeszcze od czasu t. Mowi-
my, ze funkcja f okresla w R"™ ciggle pole wektorowe. Poniewaz z drugiej strony, wektor
x'(t) interpretujemy jako wektor predkosci poruszajacego si¢ punktu x(t), wigc funkcje
wektorowa f bedziemy tez nazywali polem wektorowym predkosci (polem przeplywowym,).
Roéwnanie (1) opisuje zatem pewien ruch w przestrzeni R", odbywajacy si¢ pod wply-
wem pola f. Jest to réwnanie rézniczkowe tego ruchu. Kazde rozwiazanie tego réwnania

nazywaé bedziemy ruchem odbywajacym sie pod wplywem pola f.

Zbior I' = {x(t) € R™ : t € Iy}, gdzie Iy jest maksymalnym przedziatem, w ktérym

okreslone jest rozwiazanie x(-), nazywaé¢ bedziemy trajektorig fazowg ruchu. Trajektoria
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fazowa jest wiec krzywa poltozong w przestrzeni fazowej R™. Wykres ruchu, czyli krzywa
catkowa réwnania (1), jest krzywa zawarta w R"*!. Jej rzut na przestrzen fazows jest

trajektoria fazowa ruchu.

Po dodaniu do réwnania (1) warunku poczatkowego x(tg) = X¢, otrzymamy zagadnie-
nie poczatkowe
x/(t) = £(t, x(1)) ©
x(tg) = xg, x9 € R”
polegajace na tym, zeby wyznaczy¢ taki ruch opisywany réwnaniem (1), ktéry w chwili ¢y

zajmuje polozenie xg.

Moze si¢ zdarzy¢, ze dla pewnego xo € R" i kazdego t € I bedzie f(t,x9) = O.
Wéwezas wektor predkosci w punkcie xg w dowolnej chwili ¢ jest wektorem zerowym. W
takim przypadku rozwiazaniem zagadnienia (C) jest funkcja stata x(t) = xo. Trajektoria
fazowa jest zbiorem jednoelementowym {xg}. W przestrzeni fazowej punkt nie porusza

sie. Taki punkt nazywa sie punktem stacjonarnym (punktem réwnowagi).

Na ponizszym rysunku przedstawiono trajektorie fazowa ruchu na plaszczyznie, z za-
znaczonym kierunkiem ruchu oraz sam ruch (linia kropkowana), ktérego rzutem na plasz-
czyzne fazowa jest trajektoria fazowa. Zaznaczono tez punkt stacjonarny xg i krzywa

catkowa przechodzaca przez ten punkt.

Rys.1

Zajmiemy sie teraz badaniem ruchu odbywajacego sie pod wplywem pola wektorowego
f = f(x) niezaleznego od czasu t. Wektor predkosci w kazdym punkcie x € R™ jest staly.

Tego typu pole wektorowe nazywaé bedziemy polem stacjonarnym. Uktad

% = fl(xl,. . .,.%'n)
x' =f(x) & : (2)
% = fn(mla cee 7xn)a

dt
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odpowiadajacy stacjonarnemu polu wektorowemu, nazywamy ukiadem autonomicznym.
O odwzorowaniu f zakladaé bedziemy w dalszym ciagu , ze jest klasy C' w R™. Zalozenie
to gwarantuje, ze dla kazdego ¢ty € R i kazdego punktu x¢ € R" istnieje jednoznacznie
okreslone rozwiazanie x(-) ukltadu x’ = f(x), spelniajace warunek poczatkowy =x(ty) =
Xg. Zatézmy dodatkowo, ze rozwigzanie to mozna przedtuzyé do rozwiazania globalnego,
okreslonego na calej prostej (—oo,00). Oznacza to, ze polozenie punktu x(t) w dowolnej
chwili ¢, zdeterminowane jest jego polozeniem x¢ w chwili ¢y, dla pewnego tg € R, lub
w innej terminologii — stan ukladu w dowolnej chwili ¢ zalezy wylacznie od jego stanu
w chwili ¢o. Jezeli znamy wiec stan uktadu w chwili ¢y, to réwnanie (2) w pelni opisuje

zmiane tego stanu przy zmieniajacym sie ¢t (opisuje dynamike tego ukladu).

Uwaga. Bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan mozemy przyjaé, ze tg = 0. Istotnie,

(a) { x' = f(x),

X(to) = X

majac zagadnienie

mozemy, wprowadzajac nowa zmienng niezalezng s = t — ¢y i postepujac analogicznie jak

w przypadku uktadu liniowego o stalych wspélczynnikach (patrz str. 61), przeksztalcié je

¥ = £(y),
(b) { ¥(0) = xo

do zagadnienia

z niewiadoma funkcja y zmiennej niezaleznej s. Wowczas, jezeli y(s) jest rozwiazaniem

zagadnienia (b), to funkcja x(t) = y(t — to) jest rozwiazaniem zagadnienia (a).

Przy powyzszych zalozeniach, uklady autonomiczne (2) nazywaé bedziemy ukladami
dynamicznymi, dokladniej — ukiadami dynamicznymi generowanymsi przez stacjonarne pole
wektorowe f. Jako przykilad mozna tu podaé¢ jednorodny uktad liniowy o statych wspol-
czynnikach x’ = Ax. W ukladzie tym pole wektorowe predkosci f jest polem liniowym
okre$lonym wzorem f(x) = Ax, a stan ukladu w dowolnej chwili ¢ € R wyrazony jest

tA

wzorem x(t) = e"*xq, gdzie x¢ jest stanem ukladu w chwili ¢y = 0.

Trajektoria fazowa ruchu w ukladzie autonomicznym nie moze wyglada¢ tak jak na
rysunku 1, bowiem nie moze mie¢ samoprzecie¢. W przypadku uktadu nieautonomicznego,
jezeli w chwili £ poruszajacy sie punkt byl w miejscu x; przestrzeni fazowej i znalazt sie
tam ponownie w chwili t2, to poniewaz f(ta,x1) jest na ogél rézne od f(t1,x1), wiec tor
ruchu od chwili 9 bedzie inny niz tor po ktérym punkt sie poruszal w czasie od ¢; do to.
W ukladzie autonomicznym wektor predkosci w danym punkcie przestrzeni fazowej jest
staty, wiec jesli w chwili tg 4+ T, poruszajacy sie punkt znajdzie sie w tym samym miejscu
co w chwili g, to trajektoria fazowa takiego ruchu od chwili ¢y bedzie krzywa zamknietg, a
sam ruch bedzie okresowy o okresie T'. Przyktad takiego ruchu ilustruje ponizszy rysunek
2.
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Rys.2

Znajomo$¢ trajektorii fazowych (tak zwanego portretu fazowego) danego ukladu daje
wiele informacji o charakterze samych rozwiazan, w szczegdlnosci pozwala stwierdzi¢ czy
rozwiazania sg ograniczone, czy sg okresowe. Mozna, w oparciu o trajektorie fazowe, wy-
ciagna¢ wnioski dotyczace stabilnosci rozwiazan (pojecie stabilnosci rozwiazan omoéwione

bedzie w nastepnym paragrafie)

Pokazemy teraz jak wyznaczac trajektorie fazowe uktadow autonomicznych. Zacznijmy
od uktadu dwéch réwnan. Ruch odbywa sie teraz na pltaszczyznie. Oznaczmy wspodtrzedne
poruszajacego sie punktu przez z i y, a wspo6trzedne pola predkosci f przez P(z,y) i Q(z,y).
Zatem f(x,y) = [P(x,y),Q(x,y)], gdzie P i Q sa danymi funkcjami klasy C* w R? jest
polem wektorowym stacjonarnym. Uktad réwnan rézniczkowych ruchu odbywajacego sie

pod wplywem tego pola ma postaé

dx

CCth = P(x,y) ()
Yy _

at —Q(iﬁay)

Kazde rozwiazanie
{ m:x(t,Cl,C’g) (4)
y =yt C1,C)
tego uktadu, gdzie state C, Cs zalezg od warunkéw poczatkowych, interpretujemy jako
ruch na plaszczyznie. Jezeli w rozwigzaniu tym wyrugujemy zmienng niezalezna ¢, to
otrzymamy zwiazek postaci

F(x7y701702) =0, (5)

ktory jest rownaniem trajektorii fazowej ruchu (4). Ten sposéb wyznaczania trajektorii

fazowej wymaga znalezienia najpierw rozwiazania ukladu (3).

Zmienna niezalezna t mozna wyrugowaé z ukladu (3) bez jego rozwiazywania. W tym

celu dzielac w uktadzie (3), stronami drugie réwnanie przez pierwsze, otrzymamy zwiazek

dy  Q(z,y)
dv — P(z,y)’ (6)
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ktéry jest réwnaniem rézniczkowym z niewiadoma funkcja y zmiennej niezaleznej z.! Réw-
nanie (6) jest réwnaniem rézniczkowym trajektorii fazowych (5). Oba sposoby zilustrujemy

nastepujacym przyktadem.

Przyktad 5.1 Ruch punktu odbywa si¢ pod wplywem stacjonarnego pola wektorowego
f(z,y) = [-0,2z —y, = — 0,2y]. Wyznaczy¢ polozenie punktu w chwili ¢, jesli w chwili 0
mial on polozenie (1,0). Wyznaczy¢ trajektorie fazowa tego ruchu.

Rozwiagzanie: Piszemy rownanie rézniczkowe poszukiwanego ruchu.

dx

= e 0922 —

C(lit 2L — Y

Y

L =2-0,2 7
7 T 2y (7)

z(0) =1, y(0) =0
w zapisie skalarnym, lub
dx
— = -0,2 -1 1 t
o AX,A:[ ) ]7x0:[ 17"@):[”@()1
x(0) = xg 1 =02 0 y(t)

w zapisie wektorowym. Jest to uktad liniowy o statych wspélczynnikach, wiec rozwiazanie
dane jest wzorem
x(t) = exq.

Macierz e mozna wyznaczyé¢ na przyklad tak, jak w przykladzie 3.7 na str. 73. Mamy
wiec
A e 92 cost —e 02 sint
B [ e O2sint e %2 cost ]
oraz

) e 02 cost —e %2gint 1 e 92 cost
x(t) = = .

e O2%sint e %% cost 0 e 02 sint
Wspodlrzedne poruszajacego sie punktu w dowolnej chwili ¢t wyrazaja si¢ wzorami

{ x=e 92 cost

8
y=e%gint. ®

Réwnania (8) sa zarazem réwnaniami parametrycznymi trajektorii fazowej tego ruchu.

Wyznaczymy réwnanie tej trajektorii w postaci (5). W tym celu z uktadu (8) wyrugujemy

"W zwigzku (5), y mozna potraktowaé jako funkcje zmiennej niezaleznej . Wéwczas réwnania (4)
sa réwnaniami parametrycznymi tej funkcji. Zgodnie z reguta rézniczkowania funkcji danej réwnaniami

parametrycznymi, mamy
dy
dy 3

dz *
dx o
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parametr t. Zrobimy to w nastepujacy sposéb: Podnosimy oba réwnania (8) do kwadratu

i dodajemy stronami. Otrzymamy
1’2 + y2 _ 670,4t. (*)
Nastepnie dzielac stronami drugie réwnanie przez pierwsze otrzymamy
y:tgt & t:arctgg. (%x)
x x
Laczac teraz () i (%*) otrzymamy réwnanie trajektorii fazowej w postaci uwiklanej

—0,4 a]rctgg
. (9)
To samo rozwiazanie uzyskamy rozwiazujac réwnanie (6), ktére w tym przypadku przyjmie

postaé
dy — x—0.2y

dr  —02x—y’

Jest to rownanie rzedu pierwszego, ktére po przeksztalceniu do postaci

Yy

ay 1-027
dzx _02_%
’ x

rozwigzujemy przez podstawienie wu = 4 (poréwnaj przyklad 2.3 na str. 22). Réwna-
x

nie trajektorii fazowej wygodnie jest przedstawi¢ w postaci biegunowej. Podstawiajac

x = rcosp, y = rsing do réwnania (9) otrzymamy postaé¢ biegunowa poszukiwanej

trajektorii
r=e 92,

Krzywa przedstawiona powyzszym réwnaniem jest spirala logarytmiczna. Na rysunku 3
przedstawione sa: pole wektorowe f, trajektoria fazowa ruchu startujacego w chwili 0 z
puntu (1,0) oraz w ukladzie przestrzennym, ta sama trajektoria fazowa i krzywa catkowa

bedaca rozwiazaniem zagadnienia (7).
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Rys. 3

Przyktad 5.2 Wyznaczy¢ trajektorie fazowa uktadu

przechodzaca przez punkt (1,1).

Rozwiagzanie:
Piszemy réwnanie rézniczkowe poszukiwanej trajektorii fazowej:

dy _ (3—a)y

dr — (y—2)x’ y(1) = 1.

Jest to rownanie skalarne, rzedu pierwszego, o zmiennych rozdzielonych. Wyznaczamy

catke ogdlng tego rownania:

_9 3
/Ldy:/ T = y—2Inly| =3In|z| —z —In|C]|.
Y x
Ostatecznie catka ogdlna dana jest w postaci uwiktanej
e Ty?e Y = C.

Wstawiajac do wzoru na catke ogélna warunek poczatkowy dostajemy C = e~2.
O d p: Poszukiwang trajektoria fazows jest krzywa dana réwnaniem z3e %y2e Y = e72.

g
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Trajektorie fazowe ruchu odbywajacego sie pod wplywem pola wektorowego predkosci
sg krzywymi, ktére w kazdym swoim punkcie maja kierunek zgodny z kierunkiem pola,
sa to wiec linie jakby prowadzone przez to pole. Dlatego nazywamy je tez liniami pola

wektorowego f.

Jezeli ruch w przestrzeni R3 odbywa siec pod wplywem pola wekorowego

f(xﬂ:% Z) - [P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y, Z)],

to rownanie rézniczkowe trajektorii fazowych tego ruchu uzyskamy rugujac z réwnania

rézniczkowego ruchu

d

dif = P('CE? Y, Z)

;li = Q(xayvz) <10)
o = R.y.2)

zmienna niezalezna t. Otrzymamy uklad (przy zalozeniu, ze P(x,y,z) # 0)

dy _ Q(z,y,2)

dr  P(z,y,2)

d:  Rizy.2) (1D
dv  P(z,y,2)

z niewiadomymi funkcjami y i z, zmiennej niezaleznej x. Uklad (11) zapisujemy tez w

postaci symetrycznej

de — dy  dz
P(x7y7 z) B Q(x,y,z) o R(a;‘7y’z) (12)

Réwnania (11) i (12) sa réwnaniami rézniczkowymi trajektorii fazowych ruchu, a zarazem

réwnaniami rézniczkowymi linii pola wektorowego f. Catka ogélna uktadu (11) moze by¢

dana w postaci jawnej
{ y = ¢1(x,C1,C2)
z = p2(z,C1,Ca).

W interpretacji geometrycznej sa to réwnania dwoch rodzin powierzchni walcowych, kto-
rych linie przenikania sa poszukiwanymi trajektoriami fazowymi. Calke ogdlna uktadu (11)

lub (12) mozna otrzymaé tez w postaci uwiklanej

{ Py (x,y,2) = C1

Oy (z,y,2) = Co. (13)

Roéwnania te przedstawiaja dwie rodziny powierzchni (niekoniecznie walcowych). Uklad

(13) jest réwnaniem trajektorii fazowych (linii pola wektorowego f) w postaci krawedziowe.

W rozwiazywaniu uktadéw typu (13) wykorzystujemy wlasnoséci podwdéjnych proporcji.
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Mianowicie jesli é = é = é =k to réwniez mids + mads +msdy =
] By Bs B3 ’ m1B1 + moBsy + m3Bs

Jezeli natomiast mq1 By + moBy +m3Bs =0, to réwniez miA; + moAg + mgAs = 0.

Przypomnijmy ponadto poznang na analizie definicje rézniczki zupelnej funkcji trzech

zmiennych. Jesli u = u(x,y, z), to rézniczka zupelna funkcji u wyraza sia wzorem

Wynika z tej definicji, ze jesli du =0, to u(z,y,z) = C.
Na przyktad d(2?y+ 2%) = 2vy dx + 22 dy + 322 dz. Zwiazek 2xydz +2*dy+322dz =0
implikuje z2y + 23 = C.

Przyktad 5.3 Niech f(z,y,2) = [2(y — 2),2 — z,2 — y] bedzie stacjonarnym polem
przeptywowym. Wyznaczy¢ trajektorie fazowe ruchu pod wptywem pola f.
Rozwiagzanie: Piszemy réwnanie rézniczkowe trajektorii fazowych w postaci

symetrycznej
d d d
T _ dy _ dz (%)

20 —2) z—x T—Y

Rozszerzajac drugi utamek w tej podwdjnej proporcji przez 2, trzeci utamek réwniez przez

2 i korzystajac z wlasnoéci podwodjnych proporcji, otrzymamy

20y —2) 2z—1x) 2(x-—vy) 0

dx 2dy 2dz  dx+2dy+2dz

Zatem dz + 2dy 4 2dz = 0. Ale dx + 2dy + 2dz = d(x + 2y + 2z). Stad
x+2y+2z=0C1.

Otrzymali$my pierwsze z réwnan ukladu (13). Drugie z tych réwnan otrzymamy w podob-
ny sposob. Pierwszy z utamkéw w zaleznosci (x) rozszerzamy przez x, drugi przez 2y, trzeci
przez 2z i ,dodajemy do siebie oddzielnie liczniki i oddzielnie mianowniki”. Otrzymamy

zwigzek

2x(y — 2) - 2y(z —x)  2z(x—vy) 0

xdz 2ydy  2zdz xdr + 2ydy + 2zdz

Stad adx +2ydy +22dz=0 & d (%:L’Q + 92 + z2> = 0. Zatem %1‘2 +y? + 22 =C,.
Ostatecznie uktad rownan
x+2y+2z=0C
{ 5%+ 2+ 22 = Co
jest rownaniem krawedziowym poszukiwanych trajektorii fazowych. Sa one w tym przy-
padku elipsami powstalymi z przeciecia plaszczyzn o réwnaniach = + 2y + 2z = C1 z

elipsoidami obrotowymi %x2 +y? + 22 =0, 0
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5.2 Calki pierwsze

Powrdéémy teraz do sytuacji ogdlnej. Rozpatrujemy uktad

% = fl(taq:la-- . ,CCn)

: (14)
dxy
% = fn(t7«7717 cee 7:1:71)7

w ktorym prawe strony sa funkcjami skalarnymi okreslonymi i ciagtymi w I x €.

Definicja 5.1 Niech (z1(t),...,z,(t)) bedzie dowolnym rozwiazaniem ukladu (14) w
przedziale Iy C I. Funkcje skalarng ®(t, z1, ..., x,), klasy C* w zbiorze Iy x 2, nie réwng
tozsamosciowo stalej, nazywamy calkq pierwszq ukladu (14) jezeli

Vier, ®(t, z1(t), ..., zy(t)) = C = const.

Moéwimy tez, ze calka pierwsza to taka funkcja ®(¢,z1,...,x,), ktéra przyjmuje wzduz

krzywych catkowych wartos¢ stata.

Definicja 5.2 Uktad ®4(t,21,...,2p),...,Pn(t, z1,...,2,) n calek pierwszych uktadu

(14) nazywamy niezaleznym, jezeli jakobian

kit 0P
Ox1 e Oxrn

o0 | T
(xla ,l‘n) 9P, 0P,
Ox1 te Oy

Znalezienie n niezaleznych calek pierwszych uktadu (14), réwnowazne jest wyznaczeniu

calki ogélnej tego uktadu. Zachodzi bowiem

Twierdzenie 5.1 Jezeli ®1(t,x1,...,2p),...,Pn(t,z1,...,2,) sq niezaleznymi calkami

pierwszymi ukladu (14), to uklad zaleznosci

<I>1(t,at1, .. .,xn) = Cl
: (15)
S, (t,x1,...,xn) =Cp

jest jego catkq ogdlng.

Niewiadome funkcje z1,...,z, okreslone réwnaniami (15), sa dane w postaci uwiklanej.

Warunek % # 0 gwarantuje mozliwo$¢ rozwiazania ukladu réwnan (15) wzgledem
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z1,...,Ty 1 otrzymania catki ogblnej w postaci jawnej

xr1 = xl(t7 Cl: s >Cn)
: (16)
Ty = xn(tvc’l?' . aCn)

Wystarczy jednakze podaé rozwiazanie uktadu (14) w postaci zwiazkéw (15). Metoda wy-
znaczania calki ogélnej uktadu rownan rézniczkowych, poprzez wyznaczenie n niezaleznych

calek pierwszych nazywa sie metodq calek pierwszych.

Przyktad 5.4 Znalezé linie pola wektorowego f(z,y,2) = [2#? —y? — 22, 22y, 222].

Rozwiazanie: Piszemy uklad réwnan rézniczkowych linii pola wektorowego f w

postaci symetrycznej

dx dy dz
o = (%)

Znajdziemy dwie niezalezne calki pierwsze. Pierwsza z nich wyznaczymy rozpatrujac dru-

22 —y2 =22 2y 2zz

gie rownanie z podwdjnej proporcji.

d d
dy _dz o dy _dz
2xy  2xz Y

Po scatkowaniu otrzymamy
_ .Y _
In|y|=In|Ciz| czyli ==Ch.
z

Zatem

Yy

Pi(x,y,2) ==.

1(z,y,2) =~

Druga catke pierwsza znajdziemy rozszerzajac poszczegdlne utamki w podwdjej propor-

cji (%) przez z,y i z. Otrzymamy

rdr _ydy  zdz

r(x? —y? —22)  2xy?  2w2?’
Stad, korzystajac z wtasnosci podwéjnych proporcji, dostaniemy na przyktad

rdr+ydy+zdz  ydy
w(x? +y2 +22)  2xy?’

Mnozac obie strony ostatniego zwiazku przez 2x dostajemy

2udr+2ydy +2zdz _ dy
z2 + y? + 22 oy

Zauwazamy, ze licznik utamka po lewej stronie jest rézniczka zupelna mianownika, zatem

ostatnie réwnanie mozna przepisa¢ w postaci

d(z? +y? + 22) _dy

2492422 oy
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Stad
z? + y2 + 22
Y

In|z? + 9% + 22| = In|Cay| oraz = Cs.

Wiec
2 +y* 4 2?
; .
Ostatecznie dostajemy catke ogblna ukladu (%) w postaci krawedziowej

Dy(z,y,2) =

22_ 012 ) o { y=Crz

Py 2?42 4 22 = Cay.

Pierwsze z rownan przedstawia rodzine plaszczyzn, drugie — rodzine sfer. Liniami danego
pola wektorowego sa zatem linie przecigcia tych dwoéch rodzin powierzchni, a wiec sg to
okregi lezace w plaszczyznach zawierajacych o$ Oz i styczne do osi Ox w punkcie (0,0, 0),
bez punktu (0,0, 0).

Il
Zalézmy, ze funkcja ®(x) = ®(z1,...,x,) jest calka pierwsza ukladu autonomicznego
x' = f(x). (17)

Wéwezas zgodnie z definicja calki pierwszej, jesli x = x(t) jest rozwiazaniem réwnania

(17) w przedziale I C R, to dla kazdego ¢ € I zachodzi tozsamosé
O(x(t)) = P(x1(t),...,x2n(t)) = C.

Oznacza to, ze trajektoria fazowa odpowiadajaca temu rozwiazaniu lezy na poziomicy

funkcji ®.! Zrézniczkujmy te tozsamoéé obustronnie wzgledem t. Otrzymamy

0P  dxq o® dx,
= 2y 2= B,
Ox1 dt Oz, dt
Ale (24 (t),...,z,,(t)) = x'(t) jest rozwiazaniem réwnania (17), wiec dla ¢ € I zachodzi

x'(t) = f(x(t)). Stad ostatnia réwnosé¢ zapisujemy w postaci

P ohrt 22 =0
lub krétko
(Ve(x)[f(x)) =0, (18)
Symbolem V@ (czytaj nabla ®) oznaczyliémy gradient funkcji @, czyli pole wektorowe
Vo = [g—fl, cey 88%] Przypominamy, ze wyrazenie (u|v) oznacza iloczyn skalarny wekto-

row ui v w R™.

Zachodzi nastepujace

!Poziomicami funkcji ® : R™ — R nazywamy zbiory I'c = {x € R™ : &(x) = C},C € R.
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Twierdzenie 5.2 Funkcja ®, klasy C' w obszarze 0 C R™, nie réwna toisamosciowo

stalej, jest calkq pierwszq ukladu (17) wtedy i tylko wtedy gdy spelniony jest warunek (18).

Twierdzenie powyzsze mozna sformutowac tez nastepujaco:

Funkcja ® jest calkq pierwszq ukladu (17) wtedy i tylko wtedy gdy pola wektorowe VP

1 f sq wzajemnie ortogonalne.

W teorii uktadéw dynamicznych i w mechanice, skad ta teoria si¢ wywodzi, pochodne

2/ (t), 2" (t) oznacza sie &, & i w dalszym ciagu takich oznaczen zamiennie bedziemy uzywacé.

Przykltad 5.5 Rozpatrzmy nieliniowy uklad autonomiczny na plaszczyznie

{ = (by —a)x

gy = (c—dz)y.

Réwnania te sa znane w literaturze pod nazwg réwnan Lotki-Volterry. Opisujg one rozwdj
populacji dwéch gatunkow zwierzat: drapieznikéw (o liczebnosci x) i ofiar (y) wspélistnie-
jacych w pewnym odizolowanym od otoczenia §rodowisku. Nie umiemy znalezé rozwigzan
takiego uktadu metoda analityczna. Jednakze wiele o tych rozwiazaniach mozna powiedzieé
po analizie portretu fazowego uktadu. Ukltad rownan Lotki - Volterry rozpatrywaliSmy juz

w przykladzie 5.2. Przeanalizujmy go jeszcze raz.

¥ =(y—2)z

{ y =0B-2)y
Pole wektorowe f ma wspolrzedne f(z,y) = [(yv — 2)z, (3 — x)y]. Sporzadzimy portret
fazowy powyzszego ukladu. Przypomnijmy, ze trajektorie fazowe okreslone byty wzorami

r3e %y%e Y = C. Wobec tego funkcja funkcja ®(z,y) = z3e %y?e™¥ jest jego calky

pierwsza. Uzasadnimy to jeszcze na podstawie wzoru (18).

Vo(z,y) = [g—f, 2—3] = [(3562 - x3)e_$y26_y, 9336_‘”(2y — yz)e_y]
Stad

(VO(z,y) | f(z,y)) = B2 — 2®)e ™y’ ™ - (y — 2)z + 2% *(2y — y*)e ¥ - (3—2)y = 0.

Aby przekonaé si¢ jaki ksztalt maja trajektorie fazowe, przeanalizujmy powierzchnie o
réwnaniu z = ®(z,y) = 23 Ty%eY, ograniczajac sie¢, z uwagi na interpretacje biologiczng
uktadu, do pierwszej ¢wiartki. Jest to powierzchnia regularna, majaca jedno maximum w
punkcie o wspélrzednych (3,2). Punkt ten jak widaé jest zarazem punktem stacjonarnym
pola f. Przy x i y dazacych do nieskonczonosci, wartodci funkcji ® daza do zera, przyjmujac
wartos$¢ zero na osiach ukladu wspotrzednych. Wynika stad, ze poziomice funkcji @, czyli
trajektorie danego uktadu, sa krzywymi zamknietymi. Na rysunkach ponizej przedstawione

sa: badana powierzchnia, pole wektorowe f oraz trajektorie fazowe.
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Rys.4

Analiza portretu fazowego daje nastepujaca interpretacje badanego uktadu. Prawie wszyst-

kie rozwiazania sa rozwiazaniami okresowymi. Jedyne rozwigzania nieokresowe dane sa

{ z(t)=0 { z(t) =3 { z(t)=0 { z(t) = xpe 2
y(t) =0; y(t) = 2; y(t) = yoe™ ; y(t) =0.

Pierwsze dwa rozwigzania sa rozwiazaniami stalymi, o jednoelementowych trajektoriach

wzorami :

fazowych {(0,0)}; {(3,2)}, odpowiadajacych jedynym punktom stacjonarnym pola f. Tra-
jektorie fazowe odpowiadajace dwom ostatnim, nieokresowym rozwigzaniom pokrywaja sie
z dodatnimi pétosiami Oy i Oz. Ruch na nich odbywa si¢ w kierunku pokazanym strzal-
kami. Jezeli poczatkowa wielko$é populacji drapieznikéw xg = 0 i populacji ofiar yg # 0,
to wielkos$é y(t) rosnie do nieskonczonosci wraz ze wzrostem t. Jezeli yo = 01 z9 # 0, to
wielko$é x(t) maleje do zera (drapiezniki wymieraja z braku pokarmu jakim sa ich ofiary).
Pozostate rozwiazania sa okresowe. Wynika stad, ze jesli poczatkowa wielkos¢ populacji
(zo,y0) byla rézna od (0,0), (3,2), (0,%0), (x0,0), to rozwdj populacji obu gatunkéw
odbywal sie bedzie w sposéb cykliczny, powracajac co pewien okres T do stanu poczatko-

wego.

Trajektorie fazowe réwnania skalarnego rzedu n definiujemy przez redukcje tego
réwnania do réwnowaznego mu ukladu réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego. Szczegdl-
nie tatwo wyznaczy¢ trajektorie fazowe réwnania liniowego i + pi + wiz = 0 (réwnanie
ruchu harmonicznego o jednym stopniu swobody z ttumieniem, bez wymuszenia zewnetrz-

nego). Rownowazny uklad réwnan rézniczkowych ma postaé

y = —wiz — py.
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Stad otrzymujemy rownanie rézniczkowe trajektorii fazowych

dy  —wir —py
dx y ’

Ptaszczyzna fazowa, w ktérej potozone sa trajektorie fazowe, jest ptaszczyzna Ozxy, gdzie

odcieta x jest wychyleniem poruszajacego sie punktu od stanu réwnowagi, a rzedna y = &

jest jego predkoscia. Portrety fazowe uktadéw liniowych na plaszczyZnie omowimy szcze-

gétowo w rozdziale dotyczacym stabilnosci rozwigzan.
Podamy jeszcze jedna interpretacje calki pierwszej. Rozpatrzmy réwnanie skalarne
rzedu drugiego
&= F(x), (19)
gdzie funkcja F' jest dang funkcja klasy C! na R. Bedziemy interpretowaé funkcje F jako
site, pod wplywem ktorej punkt o masie jednostkowej porusza sie bez oporu osrodka po
osi Ozx. x(t) oznacza jak zwykle polozenie punktu w chwili ¢, @(¢) i Z(t) - jego predkosé
i przyspieszenie. Rownanie (19) nazywa sie réwnaniem Newtona. Przeksztalcamy je do

rownowaznego uktadu réwnan réwnan rzedu pierwszego.

{ e 20)

Jest to nieliniowy ukltad autonomiczny, generowany przez pole wektorowe

f(l‘,y) = [va('r)]

Trajektorie wyznaczamy z réwnania

dy _ F@)
dx y
Stad
%y2 +U(x)=E, (21)
gdzie U(z) = — [ F(s)ds jest funkcja pierwotna funkcji —F(z), a E jest stala, ktéra

wyznaczamy z warunkow poczatkowych
2(0) = @0, #(0) = y(0) = vo.
Funkcja ®(z,y) = 3y + U(z) jest calka pierwsza ukladu (20). Istotnie:
(VO|f) =—F(z) - y+y- - F(z)=0.

Pierwszy skladnik funkcji @, réwny %y2 = %:’v2, jest energia kinetyczna poruszajacego
sie ciata, drugi, U(z), zalezny tylko od polozenia ciala - jego energia potencjalna. Calka
pierwsza ®(z,y) jest zatem calkowita energia ukltadu. Wzor (21) przepisujemy w postaci

1
5552 +U(x) = E.
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Wzér ten jest matematycznym zapisem prawa orzekajacego o tym, ze catkowita energia

opisywanego uktadu jest w kazdej chwili stata.
Cwiczenia

1. Punkt porusza sie na plaszczyznie Ozxy pod wplywem pola predkosci f = [z + 2y,
2x —y]. Wyznaczy¢ potozenie punktu w dowolnej chwili ¢ jezeli wiadomo, ze w chwili

t = 0 znajdowal si¢ on w punkcie P(1,0). Naszkicowa¢ trajektorie fazowa tego ruchu.
2. Ruch na ptlaszczyznie odbywa sie¢ pod wplywem potencjalnego pola predkosci f o

potencjale u = (22 — y?) + zy.

a) napisa¢ réwnanie ruchu,

b) metoda transformacji Laplace’a wyznaczy¢ rozwiazanie przechodzace w chwili

t = 0 przez punkt (—1,0).

3. Ruch odbywa si¢ pod wplywem stacjonarnego pola predkosci f(z,y) = [2zy, z2 —yQ].

Napisa¢ rownanie ruchu oraz wyznaczy¢ réwnanie trajektorii fazowych tego ruchu.

4. Wyznaczy¢ i narysowaé trajektorie fazowe ruchu harmonicznego zadanego réwna-

niem
a) 2+ 42’ +8x =0, b) 2’ + 42’ + 42 = 0, c) 2 +32 +2x=0.
5. Metoda calek pierwszych wyznaczy¢ linie pola wektorowego:

a) w=ly—zz-zr-yl, b)w=x(y-=2)yz—12)2@-y)
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6 Elementy teorii stabilnosci

6.1 Stabilnos¢ w sensie Lapunowa

Badania nad jakosciowsa teoria réwnan rézniczkowych, ktérej czescia jest teoria stabilnosci,

zapoczatkowane zostaly przez Poincarégo i Lapunowa pod koniec dziewietnastego wieku.

Zajmowac sie bedziemy ukladami
x = f(t,x), (1)

w ktorych funkcja wektorowa f : I x Q@ — R", gdzie () - otwarty podzbiér R”, spetnia

zalozenia, przy ktérych dla kazdego x¢ € 2 zagadnienie poczatkowe

{ x = f(t,x)

x(0) = xg @)

ma dokladnie jedno rozwiazanie okre$lone na przedziale Iy, D (0;00). Przez Iy, oznaczy-
lidmy maksymalny przedzial, w ktérym okreslone jest rozwiazanie zagadnienia (2). Przy-
pomnijmy, ze rozwigzanie to umoéwiliSmy sie nazywaé¢ ruchem przechodzacym w chwili
to = 0 przez punkt x¢. Oznaczmy to rozwiazanie przez (Xo, ). Zatem x(t) = (xo,t)
oznacza potozenie punktu w chwili ¢, jesli w chwili 0 zajmowal on potozenie x¢. Zbidr
Iy, = {p(x0,t) € R": t € Ix,} nazywamy, tak jak poprzednio, trajektoria przechodzaca
przez punkt xg. Zalozenie, ze (0;00) C Ix, pozwala badaé¢ stan ukladu w dowolnej chwili

t > 0. Podamy teraz definicje stabilnosci rozwiazania ukladu (1).
Definicja 6.1 Rozwiazanie ¢(xg, ) ukladu x = f(¢,x) nazywamy stabilnym, jezeli
Ves0 3550 Vxeen Vizo ([[xo —Xol| <6 = [ep(x0,1) — (X0, 1)[| <¢)

Definicje te nalezy rozumieé¢ nastepujaco:

Rozwiazanie (ruch) ¢(xg,-) nazywamy stabilnym jesli przy dowolnym & > 0 istnieje
0 >0 taka, ze jedli tylko odleglosé punktu startowego Xg od punktu startowego xo jest
mniejsza od 4, to w kazdej chwili ¢ > 0, odleglosé punktu ¢(Xg,t) od punktu ¢(xg,t)

jest mniejsza od e.

Rozwiazanie, ktore nie jest stabilne, nazywa si¢ rozwigzaniem niestabilnym.

Definicja 6.2 Rozwiazanie ¢(xq,-) réwnania (1) nazywamy stabilnym asymptotycznie,

jesli jest ono stabilne oraz dodatkowo spelniony jest warunek

Jim [l (x0, 1) = (X0, 1)[| = 0.
—00

Zatem rozwiazanie stabilne ¢(xo, ) jest stabilne asymptotycznie, jesli odleglo$é punktéw

p(x0,t) 1 @(Xo,t) dazy do zera przy t dazacym do nieskonczonosci.
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X A

Na rysunkach obok przedstawiona jest
interpretacja geometryczna stabilno-

Sci i stabilno$ci asymptotycznej roz-

wigzania w przypadku n = 1. Prze-
. . Xi€
strzenig fazowa jest prosta, krzywe
calkowe zawarte sg w R2. 't
Na rysunku ponizej przedstawiona N
X

jest interpretacja stabilnosci asympto-
tycznej ruchu na plaszczyznie. Krzy-
we calkowe zawarte sa w tym przy-
padku w R3. Linia ciagla zaznaczo-

no rozwiazanie (X, -) ktérego stabil-

nos¢ jest definiowana, a ling przerywa-

~V

na - rozwiazanie (X, ).

1 Rys.1

Rys.2

Zal6zmy teraz, ze funkcja f z ukladu (1) spelnia dodatkowy warunek: f(¢,0) =0 dla
t > 0. Wowczas punkt xg = 0 jest punktem réwnowagi tego ukladu. Funkcja ¢(0,-),
bedaca rozwiazaniem zagadnienia (2) przy xg = 0 jest tozsamosciowo réwna zero. Roz-
wigzanie takie nazywaé bedziemy rozwigzaniem trywialnym. Krzywa catkowa rozwigzania

trywialnego pokrywa sie z osia czasu. Trajektoria fazowa sklada sie tylko z punktu {0}.
Rozwiazanie trywialne ukladu (1) jest stabilne, jezeli

Ves0 J5>0 Vxpen Vizo ([[Xoll <6 = [lp(Xo,t)|| <€),
a stabilne asymptotycznie jesli dodatkowo

lim [|p(%o.1)]| = 0.
—00
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W interpretacji geometrycznej oznacza to, ze kazda trajektoria startujaca z punktu Xg
odlegtego od punktu rownowagi o mniej niz J, pozostanie w kuli o $rodku w punkcie 0
i promieniu €. W przypadku stabilnosci asymptotycznej, punkty tej trajektorii daza do

punktu réwnowagi przy t — oo (patrz rysunek ponizej)

A,
X, A x
L —
'x()
) 5 e ¥ >
X € X,
Rys.3

W dalszym ciagu zajmiemy sie badaniem stabilnoéci rozwigzan trywialnych. Nie zmniej-
sza to ogdlnosci rozwazan, bowiem pokazemy, ze badanie stabilno$ci dowolnego rozwiazania
danego uktadu mozna sprowadzi¢ do badania stabilnosci rozwiazania trywialnego pewnego
przeksztatconego ukladu. Istotnie:

Niech uklad (1) ma rozwiazanie (xo,-), czyli ¢,(x0,t) = £(¢, p(x0,t)). Wprowadzamy
nowa funkcje y(-) wzorem:

y(t) = x(t) — ¢(x0,1). (3)
Stad x(t) = y(t) + ¢(x0,t). Wowczas

§(t) = i(t) — @1 (%0, 1) = £(£,x(8)) — @,(x0,8) = £(t, ¥ () + p(x0,1)) — @y (x0,1):
Zatem dzieki podstawieniu (3), uklad (1) z niewiadoma funcja x zostal przeksztalcony
w uktad

y = f(t7 y+ QO(X()? t)) - th(xov t)?
z niewiadoma funkcja y, a rozwiazanie (Xg,:) w rozwigzanie trywialne y(t) = 0.
Przesledzmy jeszcze raz powyzsze przeksztalcenie na przyktadzie uktadu liniowego
dx
— = A(t) - x+ b(?). (4)
dt
Zalézmy, ze p(xq, ) jest rozwigzaniem szczegélnym uktadu (4). Podstawiamy
y(t) = x(t) — ¢(x0,1).
Wtedy
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W 0, t) = A (1) + (0, 1)] + (1) — G0, 1) =
= AWy () + AlD)p(x0,1) + blt) ~y(x0, 1) = AlD)y(0).

Sbt (Xﬂv t)
Zatem uktad liniowy niejednorodny (4) zostal przeksztalcony w uktad jednorodny

dy
— =A(t
it (t)y

z taka sama macierza A(t) jak uklad (4). Wynika stad

Twierdzenie 6.1 Rozwigzanie @(xo,:) ukladu
x = A(t)x + b(t),

spelniajgce warunek poczatkowy x(0) = x¢ jest stabilne (stabilne asymptotycznie), wtedy
i tylko wtedy, gdy stabilne (stabilne asymptotycznie) jest rozwigzanie trywialne ukladu

jednorodnego
x = A(t)x.

Wynika stad w szczegbélnosci, ze wiasnosé stabilnosci rozwigzania ukladu liniowego nie
zalezy od wymuszenia zewnetrznego b(t) ani od warunkéw poczgtkowych. Stabilnosé roz-

wigzan takich ukladow zalezy wylgcznie od macierzy A(t).

6.2 Stabilnos$é ukladéw liniowych o stalych wspélczynnikach

Zajmiemy sie teraz analizg stabilnosci rozwigzan trywialnych jednorodnych uktadéw linio-

wych o stalych wspoélczynnikach. Rozpatrzmy na poczatek uktad dwéch réownan

()

T1 = a11T1 + a2 T2
To = a1 T1 + a2 T2,

gdzie det A = det (l @i dn ]) #0.

a a2
Wtedy punkt (0,0) jest jedynym punktem réwnowagi ukladu (5). Postaé rozwiazania

rozpatrywanego uktadu zalezy od pierwiastkéw réwnania charakterystycznego

ail — A a2

det(A — M) = =0,

az  az — A
czyli od wartosci wlasnych macierzy A. Mozliwe sa trzy przypadki.
1° A # A2, A1, A2 € R. Wtedy rozwiazania wyrazone sg wzorami

T (t) = Cleklt + CQBAQt
xa(t) = Crett + Chet2t
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2° A2 =a=jB. Rozwigzania dane sa wzorami

x1(t) = e*(Cy cos Bt + Cy sin Bt)
Zo(t) = e (Cy cos Bt + Cy sin Bt)

3° A2 = Ao € R. Wéwezas

{ z1(t) = (C1 + Cat)e™! (8)

2o(t) = (C1 + Cat)eMt .

Stale C, Cy sa dowolne, a C~‘1 i 6’2 - pewnymi kombinacjami C' i C5. Stale te zaleza od
warunkéw poczatkowych. Rozwiazania (6), (7), (8), bedace catkami ogélnymi uktadu (5),
sg zarazem réwnaniami parametrycznymi jego trajektorii fazowych. Ksztalt tych trajek-

torii, ich skierowanie decyduje o stabilnosci lub niestabilnosci punktu rownowagi.
Klasyfikacja punktu réwnowagi

Podamy obecnie klasyfikacje punktu réwnowagi (0,0) uktadu liniowego (5). Przeanalizu-

jemy rozwigzania w zaleznoéci od pierwiastkéw rownania charakterystycznego.

1. A1 <0, A2 <0

Analizujac rozwigzanie (6), widzimy, ze przy
t — oo, obie wspolrzedne z(t) i y(t) daza do
zera przy dowolnych statych, a wiec punkty tra-
jektorii daza do punktu (0,0) przy dowolnych
warunkach poczatkowych. Punkt réwnowagi jest
stabilny asymptotycznie. Nazywamy go w tym
przypadku weziem stabilnym asymtotyczne. Por-
tret fazowy ukladu przedstawiony jest na rysun-
ku obok.

2.0 >0, Ay >0

Zaréwno x(t) jak i y(t) w rozwiazaniu (6) daza
tym razem do nieskonczonosci. Ksztalt trajekto-
rii fazowych bedzie taki jak w poprzednim przy-
padku, tylko kierunek ruchu na trajektoriach be-
dzie przeciwny. Punkt réwnowagi jest niestabil-

ny. Nazywa sie on teraz weztem niestabilnym
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3. A A2 <.

Jeden pierwiastek rownania charakterystyczne-
go jest ujemny, a drugi dodatni. W rozwiazaniu
(6), zar6wno we wspotrzednej z1(t) jak i xo(t)
punktu trajektorii, jeden sktadnik (odpowiada-
jacy ujemnej wartosci wlasnej) dazy do zera, a
drugi dazy do nieskonczonosci. Zatem x(t) i
x9(t) daza do nieskonczonosci. Rozwiazanie try-
wialne jest niestabilne. Punkt réwnowagi nazy-

wamy w tym przypadku sitodlem niestabilnym.
4. M2 =a=£if, a=Re(\) <0.

Rozwiazanie dane jest wzorami (7). Czynniki
(Cy cos Bt + Cysin Bt) i (Cy cos Bt + Cysin Bt),
wystepujace w tych wzorach powoduja, ze punk-
ty trajektorii kraza wokdél punktu réwnowagi,
natomiast czynnik e*! powoduje to, ze ten punkt
jest $ciagany do punktu (0,0). Rozwiazanie try-
wialne jest stabilne asymptotycznie. Punkt réw-
nowagi nazywamy ogniskiem stabilnym asymp-
totycznie.

5. )\1’2 =atif, a= Re()\l) > 0.

Sytuacja jest dualna do sytuacji opisanej w
punkcie 4. Punkt krazy wokét punktu réwnowa-
gi, jednakze czynnik e®, przy a > 0, powoduje
oddalanie sie punktow na trajektorii od punktu
(0,0). Punkt réwnowagi nazywa sie ogniskiem

niestabilnym.

6. Ao = +if3.

Jezeli Re(\;) = 0, to w rozwiazaniach (7) nie
wystepuje czynnik e®'. Rozwigzania sg okreso-
we. Trajektorie fazowe sa krzywymi zamknie-
tymi. Rozwiazanie trywialne jest stabilne, ale
nie asymptotycznie. Punkt réwnowagi nazywa

sie centrum stabilnym.




122 W.Graziewicz ROWNANIA ROZNICZKOWE

T.M2=X<0 A,

Jezeli rownanie charakterystyczne ma pierwia-
stek podwoéjny A9 < 0, to analizujac rozwiaza-

nie, dane w takim przypadku wzorami (8) wi-

=Y

dzimy, ze obie wspdlrzedne z1(t) i x2(t) daza do
zera przy t — oo. Rozwigzanie trywialne jest

stabilne asymptotycznie. Punkt réwnowagi na-

zywa sie zwyrodniatym weztem stabilnym asymp-

totycznie

8. A2=X>0

Trajektorie fazowe ukiadu majg ksztalt ana-

=

M >
logiczny do poprzedniego przypadku, tylko sa :

przeciwnie skierowane. Punkt réwnowagi nazy-

wa sie zwyrodniatym wezlem niestabilnym.

Jesli w rozwiazaniu (8) jest Cy = Cy = 0, to trajektorie fazowe sga poOlprostymi skierowa-

nymi do punktu (0,0), lub od tego punktu, w zaleznosci od znaku Ag.
Uwaga. Trajektorie fazowe ukladu (5), sa zarazem krzywymi catkowymi réwnania

dro a1z + aiaws

— St ot )

dri  a2171 + aznws

Punkt (0, 0), ktéry jest punktem rownowagi ukladu, jest punktem osobliwym réwnania (9).
Przez ten punkt nie przechodzi zadna krzywa caltkowa réwnania. Ksztalt krzywych catko-
wych w otoczeniu punktu osobliwego okresla charakter osobliwosci tego punktu. Méwimy
na przyklad, ze punkt osobliwy réwnania (9) jest wezlem, ogniskiem lub siodlem.

Powréémy teraz do uktadu n réwnan liniowych

dCEi

E:aﬂxl(t)—l-...—f-amxn(t), i=1,...,n. (10)

Rozwigzania ukladu (10) zaleza od pierwiastkéw réwnania charakterystycznego

all—)\ A1n

Sformulujemy twierdzenie pozwalajace badaé¢ stabilno$é rozwigzan uktadu (10).
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Twierdzenie 6.2 JezZeli wszystkie pierwiastki rownania charakterystycznego majg ujem-
ne czesci rzeczywiste, to kazde rozwigzanie ukladu (10) jest stabilne asymptotycznie. Jezeli
istnieje choéby jeden pierwiastek réwnania charakterystycznego o dodatniej czesci rzeczywi-
stej, to wszystkie rozwigzania ukladu (10) sq niestabilne. Jezeli rownanie charakterystyczne
ma jednokrotne pierwiastki z zerowq czesciq rzeczywistq (sq rowne zero lub sq urojone), a
pozostale, jesli istniejg, majg ujemng cze$¢ rzeczywistq, to wszystkie rozwigzania ukiadu

(10) sq stabilne, przy czym nie jest to stabilno$é asymptotyczna.

Istotnie, funkcje x;(t) skladajace si¢ na rozwiazanie x(t) = (z1(t),...,zn(t)) uktadu (10)

wyrazaja sie wzorami
m
wi(t) = Y MPL(1), (11)
k=1

gdzie m oznacza liczbe réznych pierwiastkéw réwnania charakterystycznego, Py(t) - wie-
lomian stopnia réwnego krotnosci pierwiastka Ay = aj + i0g. Jezeli a = Re(A;) < 0
dla kazdego k, to wszystie sktadniki funkcji z;(t) daza do zera, zatem rozwiazanie try-
wialne, a wraz z nim wszystkie rozwiazania ukladu (10) sa stabilne asymptotycznie. Jesli
istnieje pierwiastek A\, o dodatniej czesci rzeczywistej, to modut tego sktadnika funkcji
z;(t), w ktérym ten pierwiastek wystepuje, bedzie dazyl do nieskonczonosci. Odleglosé
punktu x(t) = (x1(t),...,2,(t)) od punktu 0 = (0,...,0) bedzie dazyla do nieskon-
czonosci. Rozwigzanie trywialne jest wowczas niestabilne. Pierwiastkom o ujemnych cze-
Sciach rzeczywistych odpowiadaja w rozwiazaniu (11) sktadniki dazace do zera, natomiast
pierwiastkom jednokrotnym, o zerowej czesci rzeczywistej odpowiadaja sktadniki postaci
C cos Byt + Cosin fit, jesli Ay, = £if, lub po prostu stale C, jesli A\ = 0. Funkcje x;(¢)
beda ograniczone w przedziale (0;c0), lecz nie beda dazy¢ do zera. Rozwiazanie trywialne
bedzie stabilne, nie bedzie to jednak stabilno$¢ asymptotyczna. Jezeli wielokrotny pier-
wiastek réwnania charakterystycznego bedzie mial zerowa czesé rzeczywista, to nawet jesli

pozostale bede mialy ujemne czesci rzeczywiste, to rozwiazania beda na ogdét niestabilne.

Przyktad 6.1 Rozpatrzmy uklad liniowy x = Ax o macierzy

a B 0
A=| -8 a 0
0 0 X3

Mamy tu dwie zespolone wartosci wlasne \; = a+ i3, Ao = o — i i jedng rzeczywista

As3. Uklad powyzszy rozpada sie w zasadzie na dwa niezalezne uktady

T1 = ax — [Brg
T9 = [Br1 + axg

{ &3 = A3z,



124 W.Graziewicz ROWNANIA ROZNICZKOWE

z ktérych pierwszy ma rozwiazanie
x1(t) = e (Cy cos Bt + Cy sin Bt)
{ xo(t) = e*(Cy cos Bt — Cy sin fBt),
a drugi { z3(t) = Cze™t.

Rys. 4

Na rysunku pokazano portret fazowy uktadu dla @ < 0 i A3 > 0. Na ptaszczyznie x3 =0
punkt (0,0) jest ogniskiem stabilnym asymptotycznie, w przestrzeni R? punkt réwnowagi
(0,0,0) jest niestabilny.

Przyktad 6.2 Dla jakich pu € R, stan réwnowagi uktadu

T=uxr—1y
Yy=ny—z
Z=uz—x

jest stabilny, stabilny asymptotycznie, niestabilny?

Rozwigzanie:

p -1 0 p—X -1 0
A=| 0 pu -1, dt(A=XD)=| 0 pu—X -1 |=(@-N>-1
-1 0 pu -1 0 W= A

Réwnanie charakterystyczne: (u— A3 —1=0 < (u—\)* = 1. Korzystajac z wzoréw
na pierwiastki trzeciego stopnia z jedynki dostaniemy.
V3 1 V3

1 .
ILL—)\—]_ % M—A——§+Z7 \Y% I[j,—)\——i—l7
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Zatem V3 V3
1 3 1 3
M=p—1, X = ——i—, A3 = — +i—.
1 M ) 2 H + 2 1 2 ) 3 M + 2 +1 )
Dla p < —3, czedci rzeczywiste wszystkich pierwiastkéw rownania charakterystycznego sa

ujemne — stan réwnowagi uktadu jest stabilny asymptotycznie.
Dla p = —% mamy Re(\1) <0, Re(X2) = Re(\3) = 0 - stan réwnowagi jest stabilny,
przy czym stabilno$é¢ nie jest stabilno$cia asymptotyczna.

Dla u > —% stan rownowagi jest niestabilny.

6.3 Stabilno$¢ rozwigzan réwnania liniowego rzedu n

Rozpatrzmy jednorodne réwnanie liniowe, rzedu n, o statych wspélczynnikach
aox(”) +a2™ Y+ +a, 2 +ayz=0. (12)

Roéwnanie to ma rozwigzanie trywialne z(t) = 0. Jak wiadomo, réwnanie (12) mozna
przez podstawienie z1(t) = z(t), zo(t) = a/(t),...,zn(t) = ™D (t), sprowadzié¢ do

réwnowaznego ukladu réownan rzedu pierwszego

i’l = T2
i‘Q = I3
(13)
p = =y — =tyg — . — Dy,
0 macierzy
0 0 0
0 1 0
A =
_Gn  _On-1 _a
o e o
i rownaniu charakterystycznym
det(A = AXI) =0 < ap\"+a NP +... Fa, 1A+ a, =0. (14)

Definicja 6.3 Rozwigzanie trywialne réwnania (12) nazywamy stabilnym, stabilnym
asymptotycznie, niestabilnym, jezeli punkt réwnowagi 0 = (0,...,0) ukladu (13) jest

odpowiednio stabilny, stabilny asymptotycznie, niestabilny.

O stabilnoéci rozwigzan decyduje zatem lokalizacja miejsc zerowych réwnania charakte-
rystycznego (widma o(A) macierzy A) na plaszczyznie zespolonej. Ponizsze twierdzenie
pozwala badaé¢ stabilno$¢ ukladéw liniowych, ktorych wszystkie pierwiastki réwnania cha-
rakterystycznego maja niezerowe czesci rzeczywiste (widmo macierzy A jest rozlaczne z

osia urojona). Uklady takie nazywaja sie ukladami hiperbolicznymi.



126 W.Graziewicz ROWNANIA ROZNICZKOWE

Twierdzenie 6.3 (Hurwitza) Na to, by kazdy pierwiastek réwnania
apA"+ e A"+ an A +ta, =0, (ag>0),

o wspotczynnikach rzeczywistych mial cze$é rzeczywistq ujemng, potrzeba i wystarcza aby

wszystkie minory gléwne macierzy

al agp 0 0 NN 0
as as ay ag ... 0
as a4 ag az
H =
0 0 0 O Ap_9
0 an,

byly dodatnie.

Powyzsza macierz, zwana macierzq Hurwitza, konstruujemy nastepujaco: Na gtéwnej prze-
katnej wypisujemy wspdlczynniki wielomianu charakterystycznego zaczynajac od ap i kon-
czac na a,. Po czym w kazdym wierszu wypisujemy wspotczynniki w kolejnosci malejacych
numeréw, przy czym wspotczynniki o numerach mniejszych od zera lub wiekszych od n

zastepujemy zerami. Nastepnie obliczamy kolejne minory gléwne

ay ap 0
ai agp as as ... 0
M1 = ai, M2 = N N Mn =
az a2 :
0O 0 ... apn

Jedi wszystkie sg dodatnie, to stan réwnowagi uktadu jest stabilny asymptotycznie. Jesli,
obliczajac kolejne minory, po drodze natrafimy na minor ujemny, to punkt rownowagi jest

niestabilny.

Mozna wykazaé, ze jesli w rOwnaniu charakterystycznym jaki$§ wspétczynnik jest ujem-
ny to punkt rownowagi jest niestabilny. Dodatniosé wszystkich wspotczynnikow wielomia-
nu charakterystycznego jest warunkiem koniecznym, (lecz nie wystarczajgcym), stabilnosci

rozwigzania trywialnego.

Przykltad 6.3 Zbadaé stabilno$¢ rozwigzania trywialnego réwnania

20 1 2@ 1720 L 42” £ 102" + 3z = 0.
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Rozwiazanie: ap=1, a1 =1, ag =7, a3 =4, ag =10, a5 =3

(1 1. 0 0 0]
4 7 1 1 0
H=|3 10 4 7 1|,
0O 0 3 10 4
|0 0 0 0 3|
11 1 1 0
My =1>0, M= A =3>0, Ms=|4 7 1|=5>0,
3 10 4
1 1 0 O
4 7 1 1
M, = =8>0, Ms;=detH=3-M,;=24>0.
3 10 4
0O 0 3 10

Wszystkie minory gléwne macierzy Hurwitza sa dodatnie. Rozwigzanie trywialne jest sta-

bilne asymptotycznie.

6.4 Stabilnos¢ rozwigzan ukladéw nieliniowych.

Zajmiemy sie badaniem stabilno$ci punktéw réwnowagi uktadow nieliniowych. Ograniczy-

my sie do uktadéw autonomicznych. Rozwazmy uktad

.1"1 = fl(:Bl, e ,:L‘n),
x=f(x) < : (15)

Tp = fn(wla ce 7xn)a

gdzie odwzorowanie f : QO — R jest klasy C! w zbiorze otwartym Q € R" zawierajacym
punkt 0 = (0,...,0). Zal6zmy ponadto, ze £f(0) = 0. Wtedy O jest punktem réwnowa-
gi uktadu (15). Zalozenia nalozone na odwzorowanie f pozwalaja kazda z jego funkcji

sktadowych f; przedstawi¢ w otoczeniu 0 w postaci

[ 0f; .
fi(:cl,...,ﬂzn)zz<af‘> zj+ri(xr,..,x,), 1=1,...,n. (16)
j=1 Lj (0,...,0)

Pierwszy, liniowy sktadnik sumy po prawej stronie, jest rézniczka zupelng funkcji f;,
a drugi, nieliniowy 7;(1, ..., 2,) = r;(x) jest funkcja skalarna, klasy C* w otoczeniu zera
i taka, ze

ri(0) =0 oraz lim Iri(x)|
lIx[[—0 [|x]|

= 0. (17)
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Wzér (16) zapisujemy krétko

fi(x) = (V£i(0)[x) + 7i(x). (18)

Warunek (17) orzeka, ze w otoczeniu zera funkcja r; jest ze wzgledu na przejécie gra-
niczne ||x|| — 0 nieskoficzenie mala rzedu wyzszego niz ||x|. Wzér (18) w polaczeniu z
(17) odczytujemy nastepujaco: w otoczeniu 0 wartosci funkcji f; sa w przyblizeniu réwne

rézniczce zupelnej tej funkcji w punkcie 0.

O fi
A= 19
[(6%);(:0] ij=1,..,n .

macierz liczbowa wymiaru n X n, ktéra w ¢ - tym wierszu ma pochodne czastkowe funkcji

Oznaczmy teraz przez

fi wzgledem kolejnych zmiennych x;, obliczane w punkcie xg = 0. Macierz ta nazywamy

macierzq Jacobiego odwzorowania f w punkcie xg = 0.

Oznaczmy przez Df(0) : R — R"™ odwzorowanie liniowe przestrzeni R w siebie,
ktérego macierza, przy ustalonej bazie przestrzeni R™, jest macierz Jacobiego (19). Od-
wzorowanie liniowe Df(0) nazywamy pochodng odwzorowania f w punkcie xg = 0. Wzory

(16) mozemy teraz zapisa¢ krétko
f(x) =Df(0)(x) +r(x) lub f(x)=Ax+r(x). (20)
Funkcja wektorowa r jest w otoczeniu 0 funkcja klasy C' taka, ze

r0)=0 i tim EXI_g (21)

lIx[|—0 |]x]]

Powr6émy do ukladu nieliniowego (15). Przedstawiamy funkcje wektorowa f w postaci

(20). Uktad (15) przyjmuje teraz postaé
x =Ax+r(x). (22)
7 uktadem tym zwiazany jest uktad liniowy
X =Ax. (23)

Roéwnanie (23) nazywamy linearyzacjg nieliniowego réownania (15). Oba réwnania sa w
otoczeniu 0, w pewnym sensie, sobie bliskie. W wielu przypadkach o stabilnosci punktu
réwnowagi ukladu (15), mozemy wnioskowaé na podstawie ukladu zlinearyzowanego (23).

Przyjmijmy jeszcze definicje

Definicja 6.4 Uklad (15) nazywamy hiperbolicznym, jezeli uktad (23) jest hiperboliczny,
tzn. widmo macierzy A, ktéra jest macierzg Jacobiego odwzorowania f w punkcie 0, jest

roztaczne z osig urojona.
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Definicja 6.5 Wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie (bijekcje) h : U — V| gdzie
U CR” V C R™ nagywamy homeomorfizmem, jezeli jest ciagle oraz odwzorowanie do
niego odwrotne h™! : V' — U tez jest ciagte. Zbiory U i V nazywamy homeomorficznymi,
jezeli istnieje homeomorfizm odwzorowujacy jeden zbior na drugi. Zbiory homeomorficzne

nazywamy tez topologicznie réwnowaznyms.

Niech dane beda dwa uklady dynamiczne x = f(x) i % = g(x), gdzie pola wektorowe
f:U - R"ig:V — R" sg klasy C! na U i V odpowiednio za$ U i V to otwarte
podzbiory R™. Niech ¢(xq,:) bedzie rozwiazaniem réwnania x = f(x) z warunkiem
poczatkowym x(0) = x¢, x0 € U, a (yo,) — rozwiazaniem réwnania x = g(x) z

warunkiem x(0) =y, yo € V.

Definicja 6.6 Pola wektorowe f i g nazywamy sprzezonymi jezeli istnieje homeomorfizm
h:U — V taki, ze
h(p(xo,t)) = ¢ (h(xo),t), (24)

dla kazdego x¢ € U it € R. Méwimy wéwczas, ze odpowiadajace im uklady dynamiczne

Sg sprzezone.

Oznacza to w szczegolnodci, ze trajektorie fazowe jednego uktadu sa, poprzez homeomor-
fizm h, odwzorowane na trajektorie fazowe drugiego uktadu z zachowaniem nie tylko kie-
runku ruchu po tych trajekoriach, ale i z zachowaniem czasu. Dynamika obu ukladow jest

identyczna. Portrety fazowe uktadéw sprzezonych sa topologicznie rownowazne.

-V

Rys. 4
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Oznaczmy jak poprzednio przez ¢(Xo, -) rozwiazanie réwnania (15) spelniajace waru-
nek poczatkowy x(0) = xq, a przez (yo, ) — rozwiazanie réwnania liniowego (23),

spetniajace warunek x(0) = yo. Oczywiscie ¥ (yo,t) = e"Ayq. Podamy teraz nastepujace

Twierdzenie 6.4 [Grobman, Hartman] Jezeli uklad (23) jest linearyzacjq hiperbolicz-
nego uktadu (15), to istniejq otoczenia U iV punktu 0, oraz homeomorfizmh : U — V taki,

ze spelniony jest warunek (24) dla kazdego x¢ € U i kazdego t takiego, Ze ¢(xo,t) € U.

Warunek (24) przyjmie w tym konkretnym przypadku postaé
h(e(x0,1)) = ¢*Ah(xo).

Z twierdzenia tego wynika, ze portrety fazowe ukladéw (15) i (23) sa, lokalnie w otoczeniu
punktu 0, topologicznie sprzezone. Rysunek 4 jest ilustracja zaréwno do definicji 6.6 jak i

do twierdzenia 6.4.

Uwaga. Topologiczna réwnowaznosé portretéw fazowych, w przypadku uktadéw dwu-
wymiarowych, nie musi oznaczaé¢ zachowania rodzaju punktu rownowagi, ze wzgledu na
klasyfikacje przeprowadzong uprzednio dla ukladéw liniowych. Na przyklad pierwsze dwa
portrety fazowe na ponizszym rysunku sg topologicznie réwnowazne, ale zaden z nich nie

jest topologicznie rownowazny trzeciemu.

A X,

N
7

Rys. 5

W pierwszych dwéch punkt réwnowagi jest stabilny asymptotycznie, wszystkie trajektorie

daza do punktu réwnowagi. W trzecim punkt réwnowagi jest niestabilny.

Sformulujmy na koniec twierdzenie, ktére jest w zasadzie wnioskiem z twierdzen 6.2 i

6.4

Twierdzenie 6.5 Jezeli wszystkie wartosct wlasne macierzy A, majg ujemne czesci rze-
czywiste, to punkt réwnowagi ukladu (22), gdzie funkcja wektorowa r spetnia warunek (21),
jest asymptotycznie stabilny. Jezeli chocby jeden pierwiastek rownania charakterystycznego

ma dodatnig czesé rzeczywistq, to punkt rownowagi tego ukiadu jest niestabilny.
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Przyktad 6.4 Zbadaé stabilno$¢ stanu réwnowagi (0,0) uktadu

T = 2x 4 8siny
y=2-—¢e"—3y—cosy.

Rozwiazanie: Mamy w naszym przypadku f(z,y) = [fi(z,v), fo(z,y)], gdzie
fi(w,y) =22+ 8siny, fa(r,y) =2 —e” — 3y —cosy.
Sprawdzamy, ze f1(0,0) = 0, f2(0,0) = 0, czyli faktycznie punkt (0,0) jest punktem

rownowagi tego ukladu. Linearyzujemy uktad. Korzystamy z faktu, ze odwzorowanie f

jest klasy C'! i mozemy je przedstawié¢ w postaci (20). Obliczamy kolejno
J Y

on op
Df(z,y) = [ oz 3y ]:[ 2 Scosy ] = Df(0,0):l 28 ]

% %—J;Z —e’ —3+siny -1 -3

Po zlinearyzowaniu mamy uktad

{ T = 2x + 8y

2 8
. o macierzy A = .
y=—x—3y

-1 -3

Obliczamy pierwiastki réwnania charakterystycznego macierzy A:

2-X 8 1 V7
det(A — AI) = —0 & Mo=-—-+,%0
( L R ’ T
Czebci rzeczywiste, Re(A1) = Re(X2) = —1, pierwiastkéw réwnania charakterystycznego

sa ujemne, stad

O d p. Punkt réwnowagi (0,0) jest stabilny asymptotycznie.

Mozna byloby postawi¢ pytanie, czy uklad powyzszy nie ma innych punktéw réwno-
wagi. Aby odpowiedzieé¢ na to pytanie nalezaloby rozwiazaé uklad réownan fi(z,y) = 0,
fa(z,y) = 0, ktorego rozwiazanie w przypadku nieliniowym jest zadaniem na ogdt bardzo
trudnym. Mozna postuzy¢ sie pakietem Maple. Narysowa¢ w nim krzywe o réwnaniach
fi(z,y) = 0, fa(x,y) = 0 1 zobaczyé, czy sie jeszcze gdzies nie przetna. Gdyby okazalo
sie, ze pole f ma punkt réwnowagi (xg,yo) # (0,0), to badanie stabilnosci takiego punktu
przeprowadzaliby$my analogicznie jak dla punktu (0,0) z tym, ze linearyzacje przeprowa-

dzaliby$my w otoczeniu punktu (zg, yo) zastepujac macierz Df(0,0), macierza Df(xo, yo).

Przyktad 6.5 Zbadamy stabilnosé punktéw réwnowagi uktadu

ab:2y—x2—y2
y =22 — 2% — %
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Rozwiazanie: Pole wektorowe f(z,y) = [fi(z,y), f2(z,y)] ma wspolrzedne
file,y) =2y —2® —y?, folz,y) =22 —2® — ¢
Wyznaczamy punkty rownowagi. W tym celu rozwiazujemy uktad réwnan
2y — 22 —y> =0 - 2+ (y—-12=1
2z — 22 —y2 =0 (z—1)2+y>=1.

Sa to réwnania dwdch okregbéw, ktdre przecinaja sie w

punktach x¢ = (0,0) i x; = (1,1). )
—2 2—-2
Df(z,y)=| . 1. Stad \\/
2—-2x 2y
[0 2
Df(0,0) = 9 0 , AL =—2, A=2, Re()\g) >0
— punkt réw_nowagi (0,0) jest niestabilny (siodlo).
-2 0
Df(l, 1) = 0 9 ] , )\172 = -2, Re()\z) <0 ///
— punkt réwnowagi (1,1) jest stabilny asymptotycznie / \\
(wezel).

Na rysunku obok przedstawiony jest przyblizony portret fazowy badanego uktadu.

O
Kolejny przyktad pokazuje, ze zatozenie hiperbolicznoéci punktu réwnowagi w uktadzie

zlinearyzowanym jest istotne.

Przykltad 6.6 Rozpatrzmy uktad

i =—y—az(z®+y?
{ ?J=mgy(w(2+y2g;) (@)

Zbadamy jego portet fazowy. Punkt (0,0) jest jedynym punktem réwnowagi. Czesto, przy
rozwigzywaniu tego typu uktadoéw, stosujemy zamiane zmiennych. W tym przypadku wy-

godnie jest zastosowaé wspolrzedne biegunowe

x=x(r,p) =rcosp, y=y(re) =rsing.

Kazdy punkt (z(t),y(t)) w ukladzie Oxy bedzie mial nowe wspéirzedne (r(t), ¢(t)), gdzie

Rézniczkujac wzgledem t powyzsze zwiazki otrzymamy

de dx dr dx dy

E:%E dso dt_COSSD‘T—TSlngO'(IO
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dy _ dy @%—@ d—@—sin 7 + 1 COS ’
dt — dr dt " dp dt ¥ vy

Podstawiajac obliczone pochodne do naszego uktadu otrzymamy
{ Fcosp — ¢rsing = —rsing —r3 cos @

7sin @ + @rcosp = rcosp — 3 sin .

Mnozac teraz pierwsze rownanie przez cos, a drugie przez siny i dodajac stronami

otrzymujemy réwnanie:

Po= s,

Jedli natomiast pomnozymy pierwsze réwnanie przez — sin, a drugie przez cosp i do-

damy oba réwnania stronami, to otrzymamy rownanie:
pr =r.
Wobec tego wyjéciowy uktad réwnan we wspéirzednych biegunowych przyjmie postaé
F=—rs
{ ¢=1

Jest to prosty uktad dwéch wzajemnie niezaleznych rownan, ktéry ma catke ogdlna

9 1

rT =
2t + C1

p=t+Ch.

Przyjmijmy warunki poczatkowe z(0) = xg, y(0) = yo, ktére we wspdlrzednych bieguno-
wych przyjma postac:

. Yo
r(0) = 1o, p(0) = o, gdzie ro =23+ y3, wo = arctg 2o

1
Wstawiajac warunki poczatkowe do catki ogdlnej dostaniemy C1 = —, C2 = ¢o. Stad
o

otrzymujemy, we wspélrzednych (r, ), rownania parametryczne trajektorii fazowej prze-

chodzacej przez punkt (rg, ©o)

p=t+yo.
Widaé z tych réwnan, ze gdy t — oo, to r(t) — 0. Zatem punkt (r(¢),p(t)), startujac
w chwili 0 z dowolnego punktu (rg, ¢o), dazy przy t — oo do punktu réwnowagi r = 0 po
trajektorii danej rownaniami parametrycznymi (26) . Rugujac z réwnan (26) zmienna t,

otrzymamy réwnanie trajektorii w postaci biegunowej r = r(¢p):

1
T = P
290—2s00+%
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Wraz ze wzrostem ¢, r maleje dazac do zera przy ¢ dazacym do nieskonczonosci. W
uktadzie Oxy trajektorie sa spiralami, po ktérych ruch odbywa sie do punktu (0,0).
Punkt réwnowagi jest stabilny asymtotycznie. Odpowiada on, w klasyfikacji dla uktadéw

liniowych na plaszczyznie, ognisku stabilnemu. Rozpatrzmy natomiast uktad

T=—y
y =,
ktory jest linearyzacja ukladu (25). Mamy tutaj

0 -1
A= , A =i, A=~
[1 O] 1 2 2 1

Wartosci wlasne macierzy A leza na osi urojonej, uktad nie jest hiperboliczny. Punkt
réwnowagi (0,0) jest w tym przypadku centrum, trajektorie sa okregami. Portrety fazowe

uktadu (25) i jego linearyzacji (26) nie sa topologicznie réwnowazne.

Przyktad 6.7 Zbadaé stabilnos¢ punktéw rownowagi rownania
X+ at+bsinez =0, a,b>0.

Rozwiazanie: Powyzsze réwnanie jest rownaniem rézniczkowym wahadta. Mamy
na mysli tutaj cialo o masie jednostkowej zawieszone na sztywnym ramieniu, wahajace
sie w jednej plaszczyZnie, przy czym z(t) oznacza w tym réwnaniu kat w chwili ¢, jaki
tworzy rami¢ wahadla z osig pionowa. Na wahadlo nie dziata zadna sita zewnetrzna a
ruch odbywa sie tylko na skutek nadania wychylenia poczatkowego x(0) = xg i predkosci

poczatkowej £(0) = vg. Zapiszmy dane réwnanie w postaci réwnowaznego uktadu

{ Y (27)
y = —bsinx — ay.

Zauwazamy, ze punktami réwnowagi sa punkty o wspélrzednych (k7,0). Wystarczy zbadaé
ich stabilno$¢ tylko dla & = 0 i £k = 1. Linearyzujemy uktad. Zrobimy to inaczej niz
w poprzednich przyktadach. Otz rozwiniemy nieliniowe skladniki wystepujace w tym
ukladzie w szereg potegowy, a nastepnie odrzucimy wszystkie wyrazy tego rozwiniecia,

ktore wystepuja w potegach wyzszych niz pierwsza. Otrzymamy

oraz uktad zlinearyzowany
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Zbadamy najpierw stabilno$é¢ punktu (0,0). Macierza ukladu jest macierz

0o 1
—b —a |
Réwnanie charakterystyczne A2 + al + b = 0 ma pierwiastki A\ = =a=va~—ib V2‘12_4b,

Ao — —a+vVa2—4b
2 = 2 )

A=

ktoére sa rzeczywiste ujemne gdy A = a? — 4b > 0, oraz zespolone
o ujemnej czesci rzeczywistej gdy A < 0. Punkt réwnowagi (0,0) jest zatem stabilny

asymptotycznie.

Zbadamy teraz stabilno$¢ punktu réwnowagi (7, 0). Postapimy tym razem nastepujaco:
wprowadzimy nowe zmienne u i v, tak aby punkt réwnowagi (zo,yp) = (m,0) ukltadu
(27) zostal przeksztalcony w punkt réwnowagi (ug,vg) = (0,0) uktadu przeksztalconego.

Skorzystajmy najpierw z tozsamosci sinz = —sin(z — 7) i zapiszmy uktad (27) w postaci

=y
gy = bsin(x — ) — ay.

Niech teraz u =z — w, v = y. Wowczas w nowych zmiennych u i v otrzymamy uktad

{ u=uv (28)

v =bsinu — av.

Po linearyzacji dostaniemy uktad liniowy

U="v . 0 1
. o macierzy B = .
v = bu — av b —a

Réwnanie charakterystyczne A2 +al —b = 0 ma wyréznik A = a® + 4b dodatni przy
dowolnych dodatnich a i b. Poniewaz A1 - Aoa = —b < 0, zatem jeden pierwiastek réwnania
charakterystycznego jest ujemny a drugi dodatni. Punkt réwnowagi (0,0) ukladu (28), a
wiec i punkt réwnowagi (7, 0) ukladu (27), jest niestabilny.

6.5 Funkcja Lapunowa

Metoda badania stabilnosci punktu réwnowagi uktadu (15) na podstawie uktadu zlineary-
zowanego zawodzi, jak to bylo pokazane w przykladzie (6.6), w przypadku gdy macierz
Df(0) ma wartosci wlasne lezace na osi urojonej. W przykladzie (6.6) udalto si¢ zbadaé
stabilno$¢ punktu réwnowagi, poniewaz potrafiliSmy znalezé rozwigzanie ukladu. Taka
mozliwoé¢ zdarza sie jednak w wyjatkowych przypadkach. Metoda zaproponowana przez
Lapunowa (1892), pozwala w niektérych przypadkach zbadaé stabilno$é punktu réwno-
wagi, nawet wtedy gdy nie jest on punktem hiperbolicznym. W metodzie tej korzysta
sie z pewnej funkcji pomocniczej, dzieki ktérej mozemy zbadaé¢ zachowanie sie trajektorii

uktadu w otoczeniu punktu rownowagi. Sformutujemy twierdzenie.
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Twierdzenie 6.6 Niech Q bedzie otwartym podzbioren R™ zawierajgcym punkt 0. Zaloz-
my, ze £:Q — R jest klasy C* na Q i ze £(0) = 0. Zalézmy dalej, ze istnieje funkcja
V:Q — R, klasy C' spetniajgca warunki: V(0) =0 i V(x) >0 dla x # 0. Wtedy

a) jesli (VV(x)|f(z)) <0 dla x €, to punkt réwnowagi xg =0 jest stabilny,

b) jesli (VV(x)|f(z)) < 0 dla x € Q\ {0}, to punkt réwnowagi xg = 0 jest stabilny
asymptotycznie,

c) jesti (VV(x)|f(z)) >0 dlax € Q\ {0}, to punkt rownowagi xg = 0 jest niestabilny.

Funkcja V', spelniajaca zatozenia powyzszego twierdzenia nazywa si¢ funkcjg Lapunowa.

Wyjasnimy sens geometryczny tego twierdzenia. Ograniczymy sie do przypadku dwu-
wymiarowego. Funkcja V' (x) = V(z,y) jest wéwczas funkcja dwdch zmiennych, majaca
w punkcie (0,0) minimum lokalne réwne 0. Wykres funkeji V' jest zatem powierzchnia w
R3, ktérej poziomice s krzywymi zamknietymi, otaczajacymi punkt (0,0). Przyktadem
takich funkcji moga byé funkcje typu V(z,y) = ax?® + by?, a,b > 0, ktérych wykresami
sa paraboloidy eliptyczne. Gradient VV (zg, yo) funkcji V' w punkcie (xg,yo) jest wekto-
rem ortogonalnym do poziomicy V(z,y) = V(xo,yo) i skierowanym na zewnatrz. Wektor
f(z,y) = [fi(z,y), fo(x,y)] jest w kazdym punkcie (z,y) € Q styczny do trajektorii ukla-
du, przechodzacej przez ten punkt i jest skierowany zgodnie z kierunkiem ruchu punktu
po tej trajektorii. Jezeli iloczyn skalarny (VV(x,y)|f(z,y)), wektora gradientu funkcji V'
przez wektor pola f, w dowolnym punkcie (z,y) € Q jest na przyklad ujemny, jak to jest
w podpunkcie b) twierdzenia 6.6, czyli jezeli kat pomiedzy tymi wektorami jest rozwarty,
to trajektoria uktadu przechodzac przez ten punkt, musi przecia¢ poziomice w kierunku
od zewnatrz do wewnatrz. Jest oczywiste, ze jesli raz weszta w obszar ograniczony dana
poziomica, to juz z niego nie wyjdzie. Co wiecej, przy nieréwnosci ostrej punkty trajektorii
muszg dazy¢ do punktu (0,0). Punkt réwnowagi jest stabilny asymptotycznie. Sytuacje te

ilustruje ponizszy rysunek.

»

A

Ry

Rys. b

Przy nieréwnosci nieostrej nie mamy gwarancji, ze trajektoria przechodzaca przez punkt

(z0,y0) bedzie przecinala poziomice. Trajektorie moga byé¢, w szczegbélnym przypadku
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poziomicami funkcji V. Taka sytuacja ma miejsce na przyktad wtedy, gdy funkcja V'
jest calka pierwsza ukladu (patrz str. 110). Jezeli zachodzi przypadek c) twierdzenia, to
trajektorie przecinaja poziomice w kierunku od wewnatrz na zewnatrz i dlatego punkt

rownowagi jest niestabilny.

Przyktad 6.8 Zbadajmy jeszcze raz stabilno$¢ punktu réwnowagi uktadu
R e
g=x—y(®+y?)

z przyktadu 6.6. Przyjmijmy V(z,y) = 22+y?. Oczywiscie V(x,y) > 0 dla (z,y) # (0,0)
oraz V(0,0) = 0. Obliczamy iloczyn skalarny wektora gradientu V' przez wektor f:

(VV(z,9)f(z,9)) = 22(—y — x(2® + y*)) + 2y(z — y(2* + %)) = —2(z> +¢*)* < 0 dla
(z,y) # (0,0). Zatem punkt (0,0) jest stabilny asymptotycznie.

Przykltad 6.9 Rozwazmy uktad

Niech V(z,y) = z* + y*. Wtedy
(VVIE) = 42°(—y*) + 4°(2°) = 0.

Zatem punkt (0,0) jest stabilny. Funkcja V' jest w tym przypadku catka pierwsza uktadu.

Trajektorie leza na poziomicach funkcji V' — brak stabilnosci asymptotycznej.

Przyklad 6.10 Zbadaé stabilnosé punktu réwnowagi (0,0,0) uktadu

T = —2T9 + Toxy — x:f
.Ci?g =1 — 13 — iL'%

:ﬁg = T1x2 — :L‘%

0 -2 0
Rozwigzanie: Macierz A= | 1 0 0 | ukladu zlinearyzowanego ma wartosci
0 0 O

wlasne : A1 =0, A3 = +iv/2, zatem o stabilnosci punktu réwnowagi uktadu nieliniowe-
go nie mozemy rozstrzyga¢ w oparciu o uktad zlinearyzowany. Zastosujemy odpowiednio

dobrang funkcje Lapunowa. Wyprébujmy funkcje
V (21,29, 23) = ax? + bx3 + cx3, gdzie a,b,c > 0.

Zobaczymy czy uda sie tak dobra¢ wspdlczynniki a,b i ¢, aby byla spelniona jedna z

nierownosci w twierdzeniu 6.6.
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VV(x1,x2,23) = [2ax1, 2bxa, 2c23]
stad
(VVI|f) = 2ax1 (212 + 2203 — 23) + 2bxo (71 — 2173 — 3) + 2c23(T1272 — 73) =
= (—4a + 2b)x179 + (20 — 2b + 2¢)v170975 — 2a7] — 2bxs — 275,
Jezeli teraz na przyklad przyjmiemy a =c=11b = 2, czyli

2 2 2
V(z1, 2, x3) = o7 + 225 + 25,

to
(VVIf) = —2(xf + 225+ 23) <0 dla (1, 22,23) # (0,0,0),

wiec na mocy twierdzenia 6.6, punkt réwnowagi (0,0, 0) jest stabilny asymtotycznie.

Cwiczenia

1. Zbadaé stabilno$é¢ punktu réwnowagi uktadu x = Ax gdy macierz A jest rowna:

1 . 1 4 2 -1 2 1 -3 4
a) [2 5 ]; b)[ 0 1 ]; c)| 5 -3 3 |; 4|4 -7 8
-1 0 =2 6 —7 7

2. Wyznaczy¢ wartosci aj,ae € R, przy ktorych rozwiazanie zerowe réwnania
T+ a1 + asx = 0 jest stabilne asymptotycznie, stabilne nieasymptotycznie, nie-

stabilne.

3. Wyznaczyé¢ wartosci parametru «, przy ktérych stabilne jest rozwiazanie zerowe
uktadu:

2) T=1y b) & = o’z — 3y
Y = bax — a?y; y = ax + 4y.

4. Udowodnié, ze wszystkie pierwiastki wielomianu 3 — go stopnia o wspo6tczynnikach
rzeczywistych
)\3 + al)\2 + (12)\ + a3

maja ujemne czedci rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy a3 > 0, ag > 0,a3 > 0
oraz ajas > as.
5. Zbada¢ stabilno$é rozwiazania trywialnego rownania:
a) ) + 52" + 92’ + 5z = 0;
b) @ + 320) 4 az” + 22" 4z = 0;
¢) 2 422 1+ 3y3) 422" 42/ 4z =0.
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6. Zbadaé stabilno$é punktu réwnowagi xg = 0 uktadow:
) &= —x+ 2y — 3x2 b & =2e" 45y — 2+t
a
§ = 3z — 2y + 222 + y*; Yy =x+6cosy —6— 1y
3'31 = sin(xg — 331)
. _ . 2 .
c) § @9 = sin®(z; — x9) — sinxs
.Z"3 = tg(l'Q — 1‘3).

7. Dobierajac odpowiednig funkcje Lapunowa zbadaé charakter punktu réwnowagi ukta-

déw:
&= —dy — a3 i=y—ay? 1.4, 1,2
y =3z -y y=—x
3'31 = —I2 — I1$% +$§ - mi{’
¢) { o =mx1 + 23 — 23 (wsk. V (21,9, 23) = 2% + 235 + 23).
i3 = —x173 — 2373 — 20w} — 23

8. Zbada¢ stabilno$é¢ rozwiazania trywialnego réwnania van der Pola
i+e(@®—1Di+z=0
w zaleznosci od e.

9. Znalez¢ punkty réwnowagi, zbadac ich charakter oraz naszkicowaé portrety fazowe
nastepujacych uktadéw:

a){j.c:2x—:v2 b){a:TZZL‘Q—I-yQ C){ZI:J:JC(Q—;E—Q)
y=—y+zy; y=z"4+y° -1 =y —2r—y).
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