Rozdzial 1

Podstawowe pojecia rachunku
prawdopodobienstwa

Rachunek prawdopodobienistwa jest tym dzialem matematyki, ktory bada i opi-
suje zjawiska, uwzgledniajac ich losowy charakter. Analiza zachowanych do naszych
czasOw materiatow zrodtowych wskazuje, ze problematyka o charakterze probabili-
stycznym podejmowana byta w réznorodnych dziedzinach dziatalnosci cztowieka juz
wiele lat przed nasza era. Znane sa starozytne dokumenty dotyczace okreslania liczeb-
nosci wojska, ktore zawieraja informacje o prognozowaniu liczby chtopcow i dziewczat
w populacji, na podstawie danych czerpanych z przeprowadzanych spiséw ludnosci.
Pierwszy regularny spis ludnosci przeprowadzono w Kanadzie (w prowincji Quebec)
w 1666. Z kolei w Furopie pionierami w tej dziedzinie byli Normanowie i Wilhelm
Zdobywca, ktory w 1066 roku zarzadzit spis nowo pozyskanych ziem i dobr. Takie
dzialania spotykaly sie wowczas z negatywna reakcja. Uwazano je wrecz za $wieto-
kradztwo, ze wzgledu na opowie$é¢ biblijna o krélu Dawidzie, ktéry nie moglt prze-
prowadzi¢ spisu ludnosci, poniewaz zostal on przerwany przez zaraze. Regularny spis
ludnosci w Europie zostal przeprowadzony w Islandii w 1703 roku i w Szwecji w 1749
roku. Innym przykladem zastosowania analizy danych moga byé¢ pochodzace z IX
wieku z Indii opracowania zaleceri dla kupcow, dotyczace rozmieszczania w réznych
agencjach réoznych wkladow tak, aby w przysztosci mogli oni czerpaé z nich jak naj-
wieksze zyski. Entuzjazm i zapal do regularnego zbierania i opracowywania danych
liczbowych dotyczacych populacji i gospodarek rozpoczat si¢ dopiero pod koniec XVII
wieku, a prawdziwie doceniony zostal dopiero w pierwszej potowie XIX wiecku. Za-
czeto poréwnywacé badania spoleczne z badaniami np. z zakresu fizyki (na przyklad
James Maxwell objasnial swoje prace zwiazane z teoria gazdéw postugujac sie staty-
styka spoteczng). Planowanie przestato sie opiera¢ na domystach, a zaczeto w wiek-
szym stopniu wykorzystywaé analizy i obliczenia. Pojawily si¢ zagadnienia zwiazane
z niezalezno$cia i wspoélzaleznoscia zdarzen i czynnikami majacymi wplyw na otrzy-
mane rezultaty. Okazalo sie, ze zbieranie danych i losowy dobor jednostek do badan
jest réowniez zlozonym zagadnieniem. Na przyklad jednym z sukceséw byla technika
losowania warstwowego. Zastosowal ja w 1936 roku George Gallup do okreslenia wy-
nikow wyboréw prezydenckich w USA. Okazalo sie, ze liczna proba nie gwarantuje
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jakosci badan — probka musi by¢ reprezentatywna (Literary Digest, konkurent Gal-
lupa, postuzyl sie wynikami badania proby 10 milionéw osoéb, otrzymujac falszywe
wyniki, podczas gdy Gallup przebadat zaledwie 3 tysigce, stusznie przewidujac na tej
podstawie zwycigstwo Franklina Delano Roosevelta w wyborach prezydenckich).

Nie da sie ukry¢, ze do znacznego rozwoju rachunku prawdopodobienistwa przyczy-
nit si¢ poczatkowo hazard. Pierwsze znane zagadnienia z rachunku prawdopodobieni-
stwa dotyczyly wlasnie gier hazardowych, a w szczeg6lnosci gry w kosci, ktora znana
byla juz w starozytnym Egipcie i Grecji. Wiara, ze wygrywa gracz bardziej mily bo-
gom, laczyla sie jednoczesnie z przekonaniem, ze mozna dopomoc losowi przesuwajac
srodek ciezkosci kostki. Proby obliczenia mozliwych wynikéw w rzucie kilkoma kost-
kami mozna znalezé w pracach z X i XI wieku. Pierwsze teoretyczne zainteresowanie
ta gra wyrazili jednak dopiero matematycy w XVI i XVII wieku. Byli to miedzy in-
nymi Galileusz, Leibniz, Fermat i Pascal. Bohaterem znanej anegdoty jest matematyk
Nicolaus Bernoulli, ktérego sprowadzil do Petersburga car Piotr I. Bernoulli zarabial
na balach i przyjeciach przyjmujac zaktady — twierdzil, ze na sali balowej znajda sie
dwie osoby, ktére urodzity sie tego samego dnia i miesiaca (dowolnego roku). Jezeli
na sali znajdowato sie 31 0so6b, prawdopodobienistwo przekraczato 50 procent, a kazda
kolejna obecna osoba oznaczalta wigksza szanse na wygrana.

Prawdopodobienstwo stalo sie precyzyjnym pojeciem dopiero w XVIII wieku. Nie-
stety do XIX wieku traktowano je bardzo ostroznie. Nawet francuski matematyk de
Laplace nazywal je ,zdrowym rozsadkiem zredukowanym do obliczen”.

Historia rachunku prawdopodobienistwa to dzieje przejscia od czaséw wyroczni
czy wrozbitow do konstrukcji poteznych narzedzi zarzadzania ryzykiem i planowa-
nia, jakimi dysponujemy dzisiaj. Pierwszy traktat na temat obliczania ryzyka zostat
napisany przez Jana de Wit w 1671 roku w Holandii. Woéwczas panistwo, aby ze-
bra¢ pienigdze na przyktad na finansowanie wojen, sprzedawalo obywatelom renty.
Wyplacany corocznie zysk wtasciciela byl niezalezny od jego wieku i stanu zdrowia
i wynosil jedna sibdma wartosci lokaty. De Wit wskazywal na zagrozenie w postaci
ewentualnych strat finansowych ponoszonych przez panstwo z powodu takiego spo-
sobu wyplacania rent. Dopiero w 1762 roku jedna z londynskich firm (Equitable)
zaczela bra¢ pod uwage uprzednio skalkulowane ryzyko przy wycenianiu wartosci swo-
ich polis. Rozwoj gospodarki kapitalistycznej oraz wzrost liczby transakeji handlowych
opartych na kredytowaniu doprowadzitly do powstania firm ubezpieczajacych ryzyko
kredytowe. Niestety stosowanie ztych zasad przy konstrukcji i zawieraniu ubezpieczen
kredytow bylo gltowna przyczyna bankructw wielu firm ubezpieczeniowych powsta-
tych w XIX wieku. Obecnie potrafimy na przyktad okresli¢ liczbe dzieci przyjetych
do szkoty w najblizszym roku szkolnym. Liczba ta z pewno$cia nie jest rowna licz-
bie dzieci urodzonych szes¢ lat wczesniej, ani liczbie dzieci koriczacych przedszkole.
Trzeba bowiem uwzgledni¢ dodatkowe czynniki, takie jak §miertelnosé¢ w réznych gru-
pach wiekowych, choroby, mechanizmy migracyjne spowodowane na przyktad sytuacja
ekonomiczna, ktorych zasieg mozna okresli¢ na podstawie réznorodnych obserwacji.

Zdecydowana wiekszosé procesow fizycznych, technicznych, biologicznych, spotecz-
nych czy ekonomicznych przebiega w sposob bardziej lub mniej losowy. Gdy w prak-



tyce niedostatecznie znamy wszystkie przyczyny decydujace o przebiegu pewnych pro-
cesow, to decydujemy sie na badanie jak najwiekszej liczby przypadkow. Staramy sie
stworzy¢ model danego zjawiska, bedacy przyblizeniem rzeczywistosci, a tym samym
miarg naszej wiedzy na temat planowania i przewidywania przysztosci.

Ponizej zamieszczony jest przyktad reprezentacji graficznej danych statystycznych.
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Rys. Zaglada Wielkiej Armii Napoleona w Rosji w 1812 r. na wykresie C. J. Minarda —
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Minard.png (Opracowanie: M. Minard, Inspektor Generalny Mo-
stow 1 Drog, na emeryturze. Opublikowano w Paryzu, 20 listopada 1869 r.)

Symboliczna mapa, autorstwa francuskiego inzyniera Charlesa Josepha Minarda
z 1869 roku, pozwala przesledzi¢ systematyczng zagtade Wielkiej Armii Napoleona I
w Rosji w 1812 roku. Z kampanii wrocito zaledwie 4% uczestnikow. Przedstawiony
graficznie na planie stan liczebny wojsk skorelowano z temperaturami panujacymi
podczas wyprawy Napoleona na Rosje. W opisie karty mozemy przeczytac¢, ze kazdy
milimetr szerokosci wykresu odpowiada okoto 10 tys. zolnierzy. Dla ulatwienia pe-
riodycznie opisano stan liczebny na marginesie. Réznymi kolorami oznaczono woj-
ska w drodze na Moskwe i odwrot Wielkiej Armii. Informacje o stanie liczebnym
zaczerpnieto z prac M. M. Thiersa, Segura, Fezensacka, Chambraya i nieopublikowa-
nego dziennika Jacoba, farmaceuty armii. Mape opublikowano 20 listopada 1869 roku
w Paryzu.

Nawet jesli nie zwracamy na to uwagi, to w codziennym zyciu zachowujemy sie
w sposob, ktory mozna opisaé¢ za pomoca modelu statystycznego. Na przyktad, gdy
placimy karta lub wybieramy pieniadze z bankomatu, informacja na temat naszych
dziatan (ile, gdzie, o ktorej godzinie) trafia do systemu komputerowego. Z tych danych
tworzony jest statystyczny model klienta. Na jego podstawie mozna ustalié, ile Srednio
(dziennie / miesiecznie) wydajemy, w jakich miejscach (sklepach / miastach / kra-
jach) bywamy. Dzieki temu system bankowy reaguje, gdy dzieje sie co$ nietypowego
— pracownik banku kontaktuje sie¢ z klientem, gdy na przyktad niespodziewanie robi
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on duze zakupy w innym kraju (jak Peru) lub nagle tankuje tone paliwa na drugim
koricu Polski. W bankach miesiecznie wiacza sie kilkadziesiat tysiecy takich alarmoéw.
Reguly statystyczne shuzg rowniez do zwalczania spamu (niechcianych e-maili). Spe-
cjalnie opracowane oprogramowanie uczy sie najczesciej wykorzystywanych w tego
typu wiadomosciach zwrotéw, co pozwala na wyeliminowanie ich ze skrzynki poczto-
wej.

Podsumujmy — rachunek prawdopodobieristwa zajmuje sie badaniem abstrakcyj-
nych poje¢ matematycznych stworzonych do opisu zjawisk, ktore nie sa determini-
styczne — zmiennych losowych w przypadku pojedynczych zdarzen oraz proceséw
stochastycznych w przypadku zdarzen powtarzajacych si¢ (w czasie). Jako matema-
tyczny fundament statystyki, teoria prawdopodobienistwa pelni istotna role w sytu-
acjach, w ktorych konieczna jest analiza duzych zbiorow danych. Podstawowymi po-
jeciami rachunku prawdopodobienistwa sa — przestrzeni zdarzeri elementarnych, z jej
elementami, doswiadczenie oraz zdarzenie losowe, a takze prawdopodobienstwo zaj-
Scia okreslonego zdarzenia.

Materiat podzielony zostal na dwie czesci, stanowigce dwa odrebne tomy.

Pierwsza czes¢ sktada sie z trzech rozdzialow. W pierwszym i drugim przedsta-
wiono zarys zagadnien potrzebnych do rozumienia podstaw teorii rachunku prawdopo-
dobieristwa. Mozna tu znalezé zagadnienia zwiazane z teoria oraz wiele rozwiazanych
przyktadéw pokazujacych mechanizmy kierujace podstawowymi zasadami rachunku
prawdopodobienstwa. Trzeci rozdziat zawiera opis zmiennych losowych typu skoko-
wego i ciagltego wraz z parametrami, ktéorymi mozna je opisa¢. Wszystkie omawiane
zagadnienia teoretyczne oraz ich zaleznosci pokazane sa w réznorodnych przyktadach.

Druga czes¢ poswiecona zostala waznym, ze wzgledu na zastosowania w tech-
nice, rozktadom zmiennych losowych (takich jak rozktad Poissona, wyktadniczy, Cau-
chy’ego, Laplace’a, Gaussa, Gamma i Beta oraz trapezoidalny, Rayleigha, Weibulla,
Pareto czy Maxwella). Tu réwniez oprocz opisu zamieszczono wiele rozwiazanych za-
dan, ktore ilustruja wladciwosci poszcezegolnych rozktadéw zmiennych losowych. W tej
czesci znajduja sa réwniez zestawienia najwazniejszych nieréwnosci i zaleznosci po-
miedzy omawianymi rozktadami oraz materiaty uzupekiajace.



