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rok szkolny 2020/2021 

Rozwiązania – etap II 

 

Zadanie 1. Wykaż, że liczba 𝑤 = 215 + 216 + 217 + 218  jest podzielna przez 30. 

Rozwiązanie:  

Zauważmy, że: 

                                     𝑤 = 215 + 216 + 217 + 218 = 215 ∙ 1 + 215 ∙ 2 + 215 ∙ 22 + 215 ∙ 23 =  

                                     = 215(1 + 2 + 4 + 8) = 215 ∙ 15 = 214(2 ∙ 15) = 

                                     = 214 ∙ 30. 

  Skoro:   

   𝑤 = 214 ∙ 30 

             liczba 𝑤 jest podzielna przez 30.  
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! 

Zadanie 2. Rozwiąż nierówność:  8112 ∙ 𝑥 + 2714 ∙ 11 > 2716 ∙ 2𝑥 + 2 ∙ 921. 

 

Rozwiązanie:  

Mamy kolejno: 

       8112 ∙ 𝑥 + 2714 ∙ 11 > 2716 ∙ 2𝑥 + 2 ∙ 921. 

  (34)12 ∙ 𝑥 + (33)14 ∙ 11 > (33)16 ∙ 2𝑥 + 2 ∙ (32)21. 

          348 ∙ 𝑥 + 342 ∙ 11 > 348 ∙ 2𝑥 + 2 ∙ 342 

             348 ∙ 𝑥 − 348 ∙ 2𝑥 > 2 ∙ 342 − 11 ∙ 342 

                     −1 ∙ 348 ∙ 𝑥 > −9 ∙ 342           /:(−348)    (< 0)  

                                𝑥 <
9∙342

348 =
9∙342

9∙342∙34 =
1

34 =
1

81
 

                                𝑥 <
1

81
    tzn. 𝑥 ∈ (−∞,

1

81
). 
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Zadanie 3. Podstawy trapezu 𝐴𝐵𝐶𝐷 mają długości: |𝐴𝐵| = 40 i |𝐶𝐷| = 16. Punkt 𝑃 położony na 

boku 𝐴𝐵 ma następującą własność: odcinek 𝐷𝑃 dzieli cały trapez na części o 

jednakowych polach. Jaka jest długość odcinka 𝐴𝑃? 

Rozwiązanie:  

 

 

                      |𝐴𝐵| = 40,   |𝐶𝐷| = 16  

Odcinek 𝐷𝑃  dzieli trapez 𝐴𝐵𝐶𝐷 na dwie figury:  trójkąt 𝐴𝑃𝐷 i trapez 𝑃𝐵𝐶𝐷. 

Niech |𝐴𝑃| = 𝑥,  wtedy:  |𝑃𝐵| + 𝑥 = |𝐴𝐵| = 40    

            |𝑃𝐵| = 40 − 𝑥. 

Z punktu 𝐷 prowadzimy wysokość ℎ trapezu 𝐴𝐵𝐶𝐷. 

Wtedy ℎ jest także wysokością z trójkącie 𝐴𝑃𝐷 i trapezie 𝑃𝐵𝐶𝐷. 

Z warunków zadania mamy: 

    𝑃∆𝐴𝑃𝐷 = 𝑃𝑡𝑟𝑎𝑝.𝑃𝐵𝐶𝐷 

  
1

2
∙ 𝑥 ∙ ℎ =

1

2
((40 − 𝑥) + 16) ∙ ℎ               /∙ 2 

        𝑥ℎ = (40 − 𝑥 + 16) ∙ ℎ                   /: ℎ 

          𝑥 = 56 − 𝑥 

        2𝑥 = 56 

          𝑥 = 28 

Odpowiedź: |𝐴𝑃| = 28. 
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Zadanie 4. Kwadrat podzielono na dwa prostokąty, których stosunek pól wynosi 3: 1. Wyznacz 

stosunek obwodów tych prostokątów. 

Rozwiązanie:  

                                                                                                 |𝐴𝐵| = |𝐷𝐶| = 𝑎 

 

                                                                         Niech   |𝐴𝑀| = 𝑥;  

                                                                         wtedy   |𝑀𝐵| = 𝑎 − 𝑥      ∧     |𝑀𝑁| = 𝑎 

 

Z warunków zadania mamy: 

                      
𝑃𝐴𝑀𝑁𝐷

𝑃𝑀𝐵𝐶𝑁
= 3: 1 = 3 

     
𝑥∙𝑎

(𝑎−𝑥)∙𝑎
= 3 

    
𝑥

𝑎−𝑥
= 3                 /∙ (𝑎 − 𝑥) 

    𝑥 = 3(𝑎 − 𝑥) 

    𝑥 = 3𝑎 − 3𝑥 

    4𝑥 = 3𝑎                         /: 4 

    𝑥 =
3

4
𝑎,   czyli: |𝐴𝑀| =

3

4
𝑎    i    |𝑀𝐵| =

1

4
𝑎. 

Wtedy:     𝑂𝑏𝑤.𝐴𝑀𝑁𝐷 = 2𝑥 + 2𝑎 = 2 ∙
3

4
𝑎 + 2𝑎 =

3

2
𝑎 + 2𝑎 =

7

2
𝑎 

oraz:         𝑂𝑏𝑤.𝑀𝐵𝐶𝑁 = 2(𝑎 − 𝑥) + 2𝑎 = 2 ∙
1

4
𝑎 + 2𝑎 =

𝑎

2
+ 2𝑎 =

5

2
𝑎 

Zatem:      
𝑂𝑏𝑤.𝐴𝑀𝑁𝐷

𝑂𝑏𝑤.𝑀𝐵𝐶𝑁
=

7

2
𝑎

5

2
𝑎

=
7

2
∙

2

5
=

7

5
= 7: 5 
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Zadanie 5. Rozwiąż poniższy układ równań w liczbach dodatnich:  {
𝑥 +

1

𝑦
= 4

𝑦 +
1

𝑥
= 1

. 

Rozwiązanie:  

Szukamy liczb 𝑥 > 0, 𝑦 > 0 takich, że: 

                       {
𝑥 +

1

𝑦
= 4

𝑦 +
1

𝑥
= 1

 

                       {
𝑦 = 1 −

1

𝑥
=

𝑥−1

𝑥

𝑥 +
1

𝑥−1

𝑥

= 4
       

  
⇔       {

𝑥 = 2            

𝑦 =
2−1

2
=

1

2

 

                       𝑥 +
𝑥

𝑥−1
= 4                                   /∙ (𝑥 − 1) 

                       𝑥(𝑥 − 1) + 𝑥 = 4(𝑥 − 1) 

                       𝑥2 − 𝑥 + 𝑥 = 4𝑥 − 4 

                       𝑥2 − 4𝑥 + 4 = 0 

                       (𝑥 − 2)2 = 0 

                       𝑥 − 2 = 0 

                       𝑥 = 2 

Odpowiedź: Szukane liczby to: 𝑥 = 2, 𝑦 =
1

2
. 
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