CWICZENIE 6

Komputerowe wspomaganie analizy i syntezy ukladow sterowania
Liniowe uklady jedno- oraz wielowymiarowe

6.1 Cel ¢wiczenia
Podstawowym celem ¢wiczenia jest ugruntowanie wiadomosci z zakresu projektowania (syntezy
oraz symulacji) ukladow sterowania jedno- oraz wielowymiarowymi obiektami, opisywanymi
odpowiednimi modelami liniowymi z czasem ciaglym. Rozwazane sa nastgpujace zagadnienia:
- synteza sterownikow (korektoréw) w oparciu o catkowe kryteria jako$ci, w tym straojenie
sterownikoéw z rodziny PID z wykorzystaniem regut Zieglera-Nicholsa,
- pozycjonowanie biegunoéw zamknigtego uktadu sterowania,
- synteza obserwatorow stanu (obserwatory o pelnym rzedzie oraz obserwatory zredukowane),
- synteza sterowana ze sprz¢zeniem od estymaty stanu,
- syntezy sterowania optymalnego ze wzgledu na kwadratowe wskazniki jakosci.

Cwiczenie polega na wykonaniu projektu (wyznaczenie struktury i parametréw ukltadu oraz
symulacja pocesOw sterowana) na podstawie danych (model sterowanego obiektu oraz cel
sterowania) przygotowanych przez prowadzacego ¢wiczenie. Obliczenia oraz eksperymenty
symulacyjne realizowane sa przy pomocy programu CC.

Drugorzednym, chociaz takze istotnym, celem ¢wiczenia jest zatem zapoznanie si¢ z
zaawansowanymi mozliwo$ciami tego programu komputerowego wspomagania projektowania
uktadoéw sterowania automatycznego.

6.2 Podstawowe informacje o programie CC

Program CC, opracowany przez firm¢ Systems Technology, Inc., jest programem utatwiajacym
analiz¢ oraz projektowanie liniowych ukladoéw sterowania automatycznego. Zaletami tego
programu, dostgpnego i stosowanego obecnie w wielu osrodkach akademickich, sa niewielkie
wymagania sprz¢towe oraz prostota obstugi. Komunikacja z programem CC odbywa si¢ w trybie
dialogowym - uzytkownik wprowadzajac zlecenia programowe obserwuje na ekranie komputera
wyniki dziatania programu w postaci danych liczbowych (dotyczacych np. transmitancji
operatorowych lub modeli obiektow dynamicznych w przestrzeni stanu), badz tez w postaci
odpowiednich wykresow (dotyczacych np. odpowiedzi skokowych 1lub charakterystyk
czestotliwosciowych badanych uktadéw sterowania).

Podstawowymi obiektami, przetwarzanymi przez program CC sa transmitancje operatorowe oraz
modele stanowe, identyfikowane w programie poprzez unikalna nazwe¢ nadana przez
uzytkownika. Przyktadowo, wprowadzenie informacji o transmitancji danej wzorem
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osiaga si¢ W sposOb nastepujacy
CC>gp=(s+1) / (s* (s"2+2*s+1))

Od tego momentu uzycie nazwy gp oznacza, iz odpowiednie dzialane, okre§lone semantyka
danego zlecenia programu CC, dotyczy tej wlasnie transmitancji. Najprostszym zleceniem
bedzie po prostu wyswietlenie postaci obiektu o danej nazwie, uzyskiwane poprzez
wprowadzenie tej nazwy (identyfikatora)

CC>gp
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6.2.1 Uniwersalne funkcje programu CC
Program CC udostgpnia szereg uniwersalnych funkcji matematycznych, ktérych zestawienie
podano w tabeli 6.1.

ABS ACOS ASIN ATN CDIM COS COSH DER DET
EXP IDEN INT LOG LOG10 | NORM NOT ONES RDIM
RND SGN SIN SINH SQOR TAN TANH | TRACE ZERO

Tabela 6.1. Uniwersalne funkcje programu CC

Znaczenie wigkszo$ci nazw wystgpujacych w powyzszej tablicy jest oczywiste, pozostalych
przypadkow dotycza wyjasnienia dane nizej:

DER - wyznaczanie pochodnej danej funkcji wymiernej zmiennej zespolonej s,
DET - obliczanie wyznacznika macierzy,

IDEN - utworzenie macierzy jednostkowe;,

NORM - obliczane normy macierzy,

ONES - utworzenie macierzy o elementach réwnych 1,

ZERO - utworzenie macierzy zerowe;j.

6.2.2 Analiza wlasnosci obiektow dynamicznych

Program CC umozliwia analiz¢ wlasnosci obiektu dynamicznego w dziedzinie czasu,
czestotliwosci oraz na plaszczyznie zespolonej. Dostepne sa ponadto zlecenia programowe
dotyczace analizy stabilno$ci badanego ukladu sterowania. List¢ wybranych zlecen
zamieszczono w tabeli 6.2, za§ dalej podano informacje dotyczace sposobu wywolania tych
zlecen.

ASYMPT BODE FREQ LOGNYQ
MARGINS NICHOLS NYQUIST POINT
ROOT ROUTH STABILITY TIME

Tabela 6.2. Zlecenia programu CC stuzace analizie obiektu dynamicznego.

¢ ASYMPT, G, opcja,auto

Wykreslanie asymptotycznych charakterystyk czestotliwosciowych obiektu dynamicznego
opisanego transmitancja operatorowa G;
opcija:
1 - charakterystyka amplitudowa,
2 - charakterystyka fazowa,
3 - charakterystyka amplitudowa i fazowa.

¢ BODE, opcja,auto

Wykreslanie charakterystyk czgstotliwosciowych obiektu dynamicznego, na rzecz ktorego
uprzednio wykonano zlecenie FREQ ( opcja - jak w przypadku zlecenia ASYMPT).
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e FREQ, G, F1,F2,N,opcja

Obliczanie charakterystyk czgstotliwosciowych  obiektu  dynamicznego, opisanego
transmitancja operatorowa G dla dyskretnego zbioru N wartosci czestotliwosci z przedzialu
[F1, F2]. Parametr opcja dotyczy sposobu wyznaczania tych czgstotliwosci (podziat
liniowy lub logarytmiczny przedzialu [F1, F2].

¢ LOGNYQ, auto

Wykreslanie charakterystyki Nyquista obiektu dynamicznego, na rzecz ktérego uprzednio
wykonano zlecenie FREQ (zakres logarytmicznego opisu osi ukladu wspoétrzednych
dobierany jest automatycznie).

e MARGINS, G

Szacowanie zapasu stabilnosci uktadu sterowania o torze gtdéwnym opisanym transmitancja
operatorowa G oraz jednostkowym sprzgzeniu zwrotnym.

¢ NICHOLS, auto

Wykreslanie charakterystyki Nicholsa obiektu dynamicznego, na rzecz ktérego uprzednio
wykonano zlecenie FREQ.

e NYQUIST, auto

Wykreslanie charakterystyki Nyquista obiektu dynamicznego, na rzecz ktérego uprzednio
wykonano zlecenie FREQ.

« POINT, G, puls

Wyznaczenie wartosci charakterystyki czgstotliwosciowej obiektu dynamicznego opisanego
transmitancja operatorowa G dla pulsacji okreslonej parametrem puls.

¢ ROOT, G, auto

Wykres$lanie linii pierwiastkowych uktadu sterowania o torze gtbwnym opisanym transmitancja
operatorowa G oraz jednostkowym sprz¢zeniu zwrotnym.

¢ ROUTH, G

Analiza stabilno$ci zamknigtego uktadu sterowania o torze gléwnym opisanym transmitancja
operatorowa G oraz jednostkowym sprzgzeniu zwrotnym (okreslany jest zbior wartosci
wzmocnienia w torze gtéwnym, ktorym odpowiada stabilny uktad zamknigty).

e STABILITY, G

Analiza stabilno$ci zamknigtego uktadu sterowania o torze gléwnym opisanym transmitancja
operatorowa G oraz jednostkowym sprze¢zeniu zwrotnym.

e TIME, G,0opcja, auto

Wykreslanie charakterystyk czasowych obiektu (uktadu) dynamicznego opisanego
transmitancja operatorowa G;



opcja:

1 - uktad zamknigty o jednostkowym sprzezeniu zwrotnym, odpowiedz skokowa,

2 - uktad zamknigty o jednostkowym sprze¢zeniu zwrotnym, odpowiedz impulsowa,
3 - uklad otwarty, odpowiedz skokowa,

4 - uktad otwarty, odpowiedz impulsowa.

Przy wspomaganym dziataniem programu CC wykreslaniu charakterystyk badanego obiektu
dynamicznego (dotyczy to zatem takich przyktadowych zlecen jak BODE, ROOT lub TIME)
uzytkownik otrzymuje ponadto bogata ofert¢ (menu) parametryzacji uzyskanego wykresu
(skalowanie, wybor zakresow zobrazowania itp).

6.2.3 Synteza prostych transmitancji operatorowych

W tabeli 6.3 podano zlecenia programu CC pozwalajace na uzyskanie transmitancji
operatorowych zalozonego typu dla zadanych warto$ci parametrow. Sposdb wywotania tych
zlecen opisano nizej.

1POLE 2POLES 1ZERO
27ZEROS LEADLAG PADE

Tabela 6.3. Zlecenia syntezy transmitancji operatorowych.

« 1POLE, G, p
Uzyskuje si¢ transmitancj¢ operatorowa postaci

a
G=

: (6.2)
s+a

¢ 2POLES, G, dzeta, omega
Uzyskuje si¢ transmitancj¢ operatorowa postaci

G omega”2 . 6.3)

s"2+2*dzeta*omega*s+omegat?2

e« 17ERO, G, z
Uzyskuje si¢ transmitancj¢ operatorowa postaci

S+2zZ

. (6.4)

Z

¢ 27ZEROS, G,dzeta, omega
Uzyskuje si¢ transmitancj¢ operatorowa postaci

s"2+2*dzeta*omega*s+omegat?2

(6.5)

omega”™2

¢ LEADLAG, G, omega, theta

Uzyskuje si¢ transmitancj¢ operatorowa, dla ktorej przesunigcie fazowe przy pulsacji omega
wynosi theta, gdy theta>0 odpowiada to transmitancji sterownika typu 'lead', za$ dla
theta<0 otrzymujemy transmitancj¢ sterownika typu 'lag":

b s+a
G=—*

a s+b

, b>a (lead), (6.6)



s+a
G =

, b<a (lag". (6.7)
s+b

¢ PADE, G, T,n

Synteza wymiernej transmitancji operatorowej G aproksymujacej transmitancje e To

modelujaca opOznienie transportowe 7, =T. Uzyskuje si¢ transmitancj¢ ofiltru
wszechprzepustowego rzedu n. Uzycie zlecenia DELAY, T powoduje, iz wszystkie
transmitancje operatorowe dostgpne w danym momencie przetwarzania mnozone sa przez
czynnik e gdzie T, = T.

6.2.4 Zlecenia pozwalajqce na zmiang reprezentacji modeli obiektow dynamicznych
W tabeli 6.4 wymieniono zlecenia programu CC pozwalajace na zadana konwersj¢ reprezentacji
modeli obiektéw dynamicznych. Dalej opisano sposdb wywotlania tych zlecen.

ILT PFE PZF
SINGLE TCF UNITARY

Tabela 6.4. Zlecenia konwersji reprezentacji modeli obiektow dynamicznych.

«ILT,G
Odwrotna transformata Laplace'a danej transmitancji operatorowej G.

e PFE, G
Rozktad na utamki proste danej transmitancji operatorowej G.

e PZF,G

Dana transmitancja operatorowa G reprezentowana jest w postaci czynnikowe;.

¢ SINGLE, G

Dana transmitancja operatorowa G reprezentowana jest w postaci, w ktorej wielomiany licznika
1 mianownika maja posta¢ rozwinietg 1 uporzadkowana.

e TSF,G

Wyswietlana jest reprezentacja transmitancji operatorowej G, w ktorej wielomiany licznika i
mianownika maja wyrdznione state czasowe.

eUNITARY, G

Dana transmitancja operatorowa G reprezentowana jest w postaci, w ktérej wielomiany licznika 1
mianownika sa wielomianami monicznymi.

6.3 Elementy syntezy jednowymiarowych ukladow sterowania
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W punkcie tym podano uzupetniajace wiadomosci, dotyczace prostych regut projektowania
jednowymiarowych uktadéw sterowania. Rozwazono reguty oparte o catkowe kryteria jakos$ci
sterowania, w tym reguty Zieglera-Nicholsa.

6.3.1 Wyznaczanie catkowych wskaznikow jakosci sterowania
Niech 7(¢) oznacza wejscie za$ c(¢) wyjscie rozwazanego uktadu sterowania (rys. 6.1).

r(t) e(t) c(t)
G¢(s) Gp(s)

A 4

Rys. 6.1. Strukturalny schemat ukladu sterowania

Definiujac uchyb sterowania jako

e(t) =r(t)—c(?), (6.8)
zaklada sig, iz

lim e(¢) =0. (6.9)

t—0

Nastegpujace wskazniki catkowe naleza do najczg$ciej stosowanych w praktyce:

1. Catka z kwadratu uchybu, oznaczana zazwyczaj skrotem ISE (integral square error)

00

ISE = [ ¢* (1)t . (6.10)

0

2. Catka wazona z bezwzglednej wartos$ci uchybu, oznaczana zazwyczaj skrotem ITAE (integral
of time multiplied absolute error)

ITAE=Tt|e(t)\dt. (6.11)

3. Wazona catka z kwadratu uchybu, oznaczana zazwyczaj skrotem ITSE (integral of time
multiplied square error)

ITSE = Ttez (t)dt . (6.12)

4. Zmodyfikowana calka z kwadratu uchybu, oznaczana zazwyczaj skrotem MISE (modified
integral square error)

MISE = T[e2 () + 2 ()}t , (6.13)

gdzie A - okreslona stala wagowa.

Wyznaczanie wskaznika ISE
Niech FE(s) oznacza transformat¢ Laplace'a uchybu sterowania e(?). Zakladajac, iz ISE
przyjmuje warto$¢ skonczona otrzymuje si¢

ISE:TeZ(t)dt:L.TE(ja))E(—ja))d(ja)). (6.14)
0 27 o

Niech E(s) bgdzie nastgpujaca funkcja wymierna
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b, s"" +---+bs+b, 6.15)
as"+---+as+a, '

E(s)=

W tabeli 6.5 podane wartosci ISEdlan=1,213.

n ISE

b2
1 0

2610611
) aoblz + azbg
2(10(11(12
3 a0a1b22 + apds (b12 - 2b0b2) + (12(13173
2apa;3(—agas +a,a;)

Tabela 6.5. Wartosci ISE

Wyznaczanie wskaznika ITAE
Wskaznik ten - posiadajacy liczne zalety - bardzo trudno wyznaczy¢ analitycznie, chociaz moze

by¢ wzglednie tatwo wyznaczony eksperymantalnie. Zakladajac, ze transmitancja operatorowa
zamknigtego uktadu sterowania ma nastgpujaca posta¢ funkcyjna

€ _ a4 _ — , Ay =0 (6.16)
R(s) A(s) s"+as" --+a, s+a,

mozna poshuzy¢ si¢ tabela 6.6, w ktorej podana jest posta¢ tej transmitancji minimalizujaca
wskaznik ITAE. Zgodnie ze wzorem (6.9) odpowiedz skokowa rozwazanego uktadu sterowania
nie wykazuje uchybu ustalonego.

A(s)
S+(Dl

5%+ L4w,s+ m%

s°+ 1.750)332 +2.15c0§s+03§

B W[ ==

st 210,87 +3.4035° +2. 7055+ 0

Tabela 6.6. Transmitancja uktadu sterowania optymalna ze wzgledu na kryterium ITAE.

Wyznaczanie wskaznika ITSE
W przypadku ITSE postgpuje si¢ analogicznie jak dla ISE. Zaktadajac, iz odpowiednia catka

przyjmuje wartos$¢ skonczona, stosuje si¢ wzor

© Jjoo .

ITSE = [te? (1)t = L | GO b imyd(jo). (6.17)
! 277 3, d(jo)

Transformacie E(s), okreslonej wzorem (6.15), odpowiadaja wartosci ITSE dane w tabeli 6.7.



n ITSE

01 bg

2 b, aghi —anbebs +asby
4a§ 2a0a12

DDD3 by aghby +asbyb;

4aj  2a¢(aya; —agas)
2,2 2 2y L2, 2. 3
ag(aiby +apa;) +ay(bi —2byb, )(ayas +ay)+by(apas +a3)
2ay(aya; —ayaz)

Tabela 6.7. Warto$ci ITSE
Wyznaczanie wskaznika MISE daje si¢ sprowadzi¢ do wyznaczania wskaznika ISE.

Przyktad 1
Transmitancja operatorowa zamknigtego uktadu sterowania z jednostkowym sprz¢zeniem

zwrotnym (rys. 6.1) wyraza si¢ wzorem G, (s) = C(s)/ R(s) = 0),21 / ((Dﬁ +2Cm,s + s ), przy czym
bieguny tej transmitancji leza w lewej polptaszczyznie ptaszczyzny zespolonej. Zaktadajac, ze
do wejscia tego uktadu przytozono sygnat zadajacy w postaci skoku jednostkowego, za$ ISE (-
catka z kwadratu uchybu) jest kryterium kosztéw sterowania, znajdz wartos¢ wspdtczynnika
ttumienia C zapewniajaca minimalizacj¢ ISE. Oszacuj przeregulowanie k., oraz czas ustalania

150, odpowiedzi skokowej tak zaprojektowanego uktadu zamknigtego.

Odpowiedz
Transformata uchybu wyraza si¢ wzorem E(s) = E(s)/ R(s) = 28w, +5)/ ((ofl +2Cw,,s + s2) .
Z tabeli calek ISE (Tabela 6.5) wynika, iz w tym przypadku zachodzi ISE = (1 +4Q2 )/ (4@20),1) .

Przyréwnujac do zera pochodna ISE wzgledem (, otrzymuje si¢ rdwnanie
1

8Copr 400 —4(1+450,)=0. A zatem (o =0.5, czemu odpowiada ISE . =o, oraz
opt

Koy, Con ~ 16% . Wyniki te tatwo jest sprawdzi¢ przy pomocy programu CC.

Przyktad 2

Dany jest uktad sterowania z jednostkowym sprzezeniem zwrotnym, opisany operatorowa
transmitancja G,C(s)zm,%/(oai+a1s+s2). Wyznacz optymalng warto$¢ C,, wspotezynnika
thumienia { tego ukladu, przy ktorej wskaznik ITAE(e(-)):J.:t|e(t)|dt osiaga warto$¢

minimalna, gdzie e(¢) jest uchybem towarzyszacym skokowemu pobudzeniu.

Odpowiedz

Z tabeli 6.6 wynika, iz optymalng forma transmitancji jest G, (s) = o2/ (02 +14m,5+5%) .

Co oznacza, ze w rozwazanym przypadku G, =0.7. Na tej podstawie oszacowa¢ mozna
=46%.

Copt

wartos$¢ przeregulowania odpowiedzi skokowej optymalnego uktadu sterowania: «



Przyklad 3
Transmitancja operatorowa otwartego uktadu sterowania z jednostkowym sprz¢zeniem
zwrotnym dana jest wzorem Gy(s) = k;/[s(1+ Ts)]. Nalezy wyznaczy¢ warto$¢ nastawy k;, dla

ktorej nastgpujaco zdefiniowany wskaznik MISE (zmodyfikowane kryterium ISE) przyjmuje
warto§¢ minimalng MISE(e(-)):Iowez(t)+12é2(t)dt, gdzie e(t) jest uchybem sterowania dla
skokowego sygnatu zadajacego.

Odpowiedz
W rozpatrywanym przypadku zachodzi e(x) = 0, zatem catk¢ MISE mozna wyrazi¢ wzorem

MISE = '[:[e(t) +é(t)]’dt + Ae* (0) (6.18)
wynikajacym z przeksztalcenia

j: [(e(t) + Aé(t))” — 2 Ae(t)é(t)]dt = j: [e(£) + Ae(t)[dt — 24 jo “ete(t)dt.  (6.19)
Transformata sygnatu uchybu dana jest wzorem

E(s) = (1+Ts)/ (k; +s+Ts?). (6.20)
A zatem e(0) = 1. Transformatg Laplace'a funkcji e(¢) + Aé(¢) okresla wzor

Lle(t)+ Aé(t)] = E(s) + AsE(s) — 1e(0), (6.21)
z ktorego otrzymujemy

Lle(t)+ A&(t)) = (1- Ak, + Ts) /(k, + s + Ts”). (6.22)
Na podstawie powyzszego wzoru wyznaczamy poszukiwang warto$¢ catki MISE (k;)

MISE(k) = (1+ k;T+22k?)/ (2k;) . (6.23)

Optymalna warto$¢ parametru k; wynosi zatem kiopt =1/\.

Przyktad 4
W pewnym zamknigtym uktadzie sterowania z jednostkowym ujemnym sprz¢zeniem zwrotnym
transformata uchybu przy pobudzeniu tego uktadu skokiem jednostkowym wyraza si¢ wzorem

E(s)=(q +a2s+s2)/ (a1s+a2s2 +s5 ), gdzie a; 1 a, sa nastawialnymi parametrami tego uktadu.
Przyjmujac wielko$¢ ISE jako kryterium kosztow dziatania owego ukladu, znajdz warto$ci
parametrOw a; 1 a,, zapewniajace minimalizacj¢ tego wskaznika, a nastgpnie wyznacz im
odpowiadajaca transmitancj¢ uktadu zamknigtego.

Odpowiedz
Optymalnymi wartoSciami parametrOw a; i a, sa nastgpujace: a, ot =2 oraz a3 opt =1.

Poniewaz w rozwazanym przypadku zachodzi Gy(s)=1/(sE(s))—1, gdzie Gy(s) jest
transmitancja operatorowa ukladu otwartego, dla optymalnych wartosci parametréw a; 1 a,

uktadu otrzymujemy Goopt(s)zl/[s(2+s+s2)]. Na tej podstawie transmitancja Grc()pt(s)

optymalnego ukladu zamknigtego wyraza si¢ wzorem G,,. Opt(s) =1/(1+2s+ 5o 48 ).



Przyktad 5
Uklad sterowania, wykonujacy zadanie serwomechanizmu, przedstawia si¢ jak na rys. 6.1.
Transmitancja uktadu otwartego ma postaé

Go(8) = G,(5)G,,(5) = k, /[s(1+sT)(1+5B)]. (6.24)

Nalezy okresli¢ warto§¢ wzmocnienia predkoSciowego &, odpowiadajacego minimum ISE, przy
zatozeniu, ze na wejscie tego uktadu przyktada si¢ skok jednostkowy.

Odpowiedz
Optymalne wzmocnienie predkosciowe rozwazanego uktadu sterowania wynosi

Kyopy = (i + D)/ [T + (T + )Y TL ] (6.25)
Przykiad 6

Transmitancja operatorowa zamknigtego uktadu sterowania z jednostkowym sprzezeniem
zwrotnym ujemnym dana jest wzorem G, .(s) =1/ (1+2§s+s2) , §>1 . Zakladajac, ze sygnat
r(t) przytozony do wejscia tego uktadu jest skokiem jednostkowym r(¢) =1(¢), a kryterium
jakosci sterowania jest catka z bezwzglednej wartosci uchybu (IAE), znajdz zalezno$¢ owej
wielko$ci od wartosci wspotczynnika thumienia .

Odpowiedz
Szukana zaleznoscia jest funkcja liniowa IAE(C) = 2C.

Przyktad 7

Dla uktadu sterowania o schemacie strukturalnym jak na rys. 6.2 nalezy wyznaczy¢ warto$§¢
statej calkowania k; minimalizujacej ISE dla jednostkowego skokowego sygnatu zaklocajacego

(1) =1(1).
d(t)
r(t) e(t) _i c(t)
Aff_' GC(S) Gp(s)

Rys. 6.2. Strukturalny schemat uktadu sterowania

Oszacuj wartosci przeregulowania K oraz czasu ustalania 7.5, odpowiedzi skokowej tak
optymalizowanego zamknigtego uktadu sterowania..

Odpowiedz
W rozwazanym przypadku warto$¢ catki z kwadratu bl¢du sterowania dana jest wzorem

ISE(k;) = (1+n)/[2k(1+n—kTn)]. (6.26)

Oznaczajac szukana warto$¢ parametru k; przez k; opt znajdujemy

ki = (14+1)/ (2nT) . (6.27)

Warto$ci K oraz czasu ustalania Tis., odpowiedzi skokowej rozwazanego ukltadu sterowania
podano w tabeli 6.8.
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n kiopt K 7jvS%

1 1 54.4% 22.9T
2 0.75 56.4% 32.5T
5 0.6 64.0% 70.2T

Tabela 6.8. Wskazniki odpowiedzi skokowej uktadu sterowania

Przyktad 8
Transmitancja operatorowa otwartego ukladu sterowania z jednostkowym sprzezeniem
zwrotnym dana jest wzorem

Gy(s) = k(1 + sTo) /[s>(1+sT)]. (6.28)

Zakladajac, 1z zamknigty uklad sterowania jest uktadem stabilnym oraz warto$ci parametrow £k
1 ¢ sa ustalone, wyznacz warto$¢ stalej czasowej T tego uktadu, dla ktorej catka z kwadratu
uchybu przy jednostkowym pobudzeniu skokowym przyjmuje warto$¢ minimalna.

Odpowiedz
Przy uczynionych zatozeniach catka ISE wyraza si¢ wzorem

ISE(T) = (T*kyo + 1)/ [2Tky(c = 1)]. (6.29)

Optymalng wartoscia parametru T jest zatem Iy = 1//koo .

Przyktad 9
Transmitancja operatorowa pewnego otwartego ukladu sterowania z jednostkowym ujemnym
sprzgzeniem zwrotnym wynosi

Go(s) = (k, + k) /[s(1+5T)], T>0. (6.30)

Nalezy dobra¢ warto$ci nastaw k,, oraz k; tego uktadu, tak aby w uktadzie zamknigtym catka z
kwadratu odpowiedzi impulsowej g(#) przyjmowata warto$¢ minimalna.

Odpowiedz
Catka z kwadratu odpowiedzi impulsowej tego uktadu dana jest wzorem

[ &7 (6)dt = (k, T+ i)/ 12T+ k)], (6.32)
0

z ktorego otrzymuje si¢ optymalng warto$¢ nastawy k;

k,

i =1 KT 1 (6.33)

6.3.2 Reguly Zieglera-Nicholsa

Reguly dane przez Zieglera i Nicholsa, stanowia podstawe dwoch bardzo prostych metody
strojenia sterownikow z rodziny PID dla danego procesu. Reguly te zostalty wyprowadzone na
podstawie empirycznego strojenia takich sterownikow dla typowych procesow przy
zastosowaniu wskaznika IAE (integral absolute error).

Pierwsza metoda opiera si¢ na analizie ksztattu poczatkowego fragmentu odpowiedzi skokowej
obiektu sterowania. Druga metoda korzysta z informacji uzyskanej na granicy stabilno$ci
zamknigtego uktadu sterowania ze sterownikiem proporcjonalnym (P).
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W obu przypadkach, zaktada si¢ nastepujaca idealizowana posta¢ operatorowej transmitancji
sterownika PID

G.(8) =k [1+1/(Ts)+sT;s]. (6.34)
Reguly pierwszego rodzaju: nastawianie sterownikow PID wedlug ksztattu odpowiedzi skokowe;j
obiektu.
W metodzie tej przyjmuje sig, iz o dynamice sterowanego obiektu decyduja tylko dwa parametry
(rys. 6.3):

o - maksymalne nachylenie stycznej do odpowiedzi skokowej obiektu w poczatkowym

fragmencie jej przebiegu,
T - moment, w ktorym owa styczna przecina o$ czasu.

Akc(t)

v

Rys. 6.3. Model poczatkowego fragmentu odpowiedzi skokowe;]

Zaktada si¢ zatem, ze transmitancja operatorowa sterowanego obiektu moze by¢
aproksymowana za pomoca nastgpujacej transmitancji prototypowego cztonu rzedu pierwszego
Z opOznieniem

G(s)=k,e "/s, k,=tga. (6.35)

Dla takiego uproszczonego modelu obiektu nastawy sterownikow PID ustala si¢ wedtug regut
podanych w tabeli 6.9.

Sterownik k. I; T,
= o
P k,T 0
0.9
PI k,T 3.3T 0
12
PID k,T 2T 0.5T

Tabela 6.9. Reguty Zieglera-Nicholsa (- pierwszego rodzaju).

Reguly drugiego rodzaju: nastawianie sterownikow PID wedlug parametréw drgan granicznych.
Zaktada sig, ze w uktadzie sterowania ze sterownikiem typu P poprzez nastawienie wartosci
wzmocnienia tego sterownika wzbudzone zostaja okresowe drgania. Niech k&, bedzie

odpowiadajaca temu warto$cia wzmocnienia sterownika P, zas 7, - okresem owych drgan

granicznych. Wtedy nastawy sterownikow PID ustala si¢ wedlug regut podanych w tabeli 6.10.
Jak tatwo zauwazy¢, w przypadku sterownika PID obowiazuje zasada 7, = 47T, .

Alternatywna propozycja nastawiania sterownika PID, w stosunku do reguly Zieglera-Nicholsa,
jest metoda Pessena: k, =k, /5. 1;=1,/3, I; =T, /2.
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Sterownik k. I; 1

P O.Skg o0 0

PI 0.45k, 0.83+0.857, 0
PID 0.6k, 0.57, 0.1257,

Tabela 6.10. Reguty Zieglera-Nicholsa (- drugiego rodzaju).

Przyktad 10
Dany jest zamknigty uktad sterowania o schemacie strukturalnym jak na rys. 6.1. Sterowany
obiekt posiada transmitancjg G,(s) =12/[s(1+s)(5+s)]. Stosujac drugi rodzaj regut Zieglera-

Nicholsa nalezy wyznaczy¢ nastawy sterownika PID. Nastgpnie, przy pomocy programu CC,
nalezy oszacowaé przeregulowanie k., odpowiedzi skokowej w ukladzie zamknigtym z takim

sterownikiem. Okaze sig, iz przeregulowanie to ma nadmierna warto$¢. Czy zadowalajaca
odpowiedz skokowa mozna uzyska¢ metoda dostrojenia wzmocnienia sterownika PID?

Odpowiedz
Jak fatwo sprawdzi¢ (rys. 6.4) w rozwazanym przypadku otrzymuje si¢: k, =30 oraz

T, =2.81s, a zatem sterownik P/D o transmitancji operatorowej (6.34), nastawia sig
nastgpujaco: k. = 0.6k, =18, T; = 0.5, =1.405s, T; = 0.1257, = 0.3512s.

CCrg=1/(s=x(s+1)=(5+5))

CC>routh,g

EAx A & [T
Stable for gain ranges ! H to 38
CCrgB=30x=g

CCrmargin,gd

At w = Z2.Z3YE+AA, phase margin
At w = Z2.Z36E+AA, gain margin
ccj

-A.8Z, delay margin =—1.534E-H4
9.998E-A1 ( -8.88 4dB)

Rys. 6.4. Przykladowa sesja obliczen przy pomocy programu CC

Oznacza to, 1z tak otrzymany sterownik P/D ma biegun w zerze oraz podwojne zero w punkcie
s =-1.4235. Takim nastawom towarzyszy przeregulowanie odpowiedzi skokowej o, =~ 62%,
co jest wartoscia nadmierna. Zmniejszajac dwukrotnie warto§¢ wzmocnienia k., bez zmiany
potozenia podwdjnego zera, osiaga si¢ dwukrotne zmniejszenie przeregulowania oraz
przyspieszenie odpowiedzi skokowej; to ostanie mozna objasni¢ tym, ze dominujace bieguny
uktadu zamknigtego leza wowczas w poblizu zer tego ukladu (mozna si¢ o tym przekonaé
analizujac przy pomocy programu CC obraz linii pierwiastkowych uktadu zamknigtego).

Przyktad 11

Obickt o transmitancji operatorowej danej wzorem G,(s) =12/[(1+5)(2+5)(3+s)] jest
sterowany w uktadzie z jednostkowym sprzg¢zeniem zwrotnym przy uzyciu sterownika PID o
transmitancji operatorowej (6.34). Poslugujac si¢ programem CC, wyznaczy¢ nastawy

odpowiadajace obydwu wersjom metody Zieglera-Nicholsa:
a) dla sterownika P/ (1; = 0),

b) dla sterownika PID.
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Oszacowa¢ przeregulowanie Kk odpowiedzi skokowej uktadu zamknigtego i czas ustalania 750,
tej odpowiedzi dla kazdego z rozwazanych przypadkow

Odpowiedz
a) Sterownik P/
I-y rodzaj regut Zieglera-Nicholsa (&, = 0888, 7'=0433s):
k,=2342, T, =1.429s, xo, =689%, T, =17.4s;
II-gi rodzaj regut Zieglera-Nicholsa:
k,=225,T =1.572s, o, =63%, T,50, =13.6s.

a) Sterownik PID
I-y rodzaj regut Zieglera-Nicholsa (k, =5, T, =1894s):
k.=312, T, =0.866s, T; =0217s, Ko, =51% , T;50, =4.9s;

II-gi rodzaj regut Zieglera-Nicholsa:
k.=3, T, =0.947s, T; =0.237s, Ko, =44%, T;50, = 3.8s.

6.4 Elementy syntezy wielowymiarowych ukladow sterowania

W punkcie tym przedstawiono wstgpne informacje dotyczace wybranych elementéw syntezy
wielowymiarowych uktadow sterowania liniowymi obiektami z czasem ciaglym. Rozwazono
nastgpujace zagadnienia: pozycjonowanie biegundéw zamknigtego uktadu sterowania metoda
sprzezenia od stanu, synteza obserwatoréw oraz sterowanie optymalne ze wzgledu na
kwadratowe kryteria jako$ci. Wskazano na mozliwo$ci wykorzystania programu CC do
rozwiazywania odpowiednich zadan projektowania.

6.4.1 Synteza autonomicznego uktadu sterowania ze sprzeieniem od stanu:
x(1) = Ax(¢)+ Bu(?) + Br(¢),x(0),

obiekt SISO: { (6.36)
¥(t) = Cx(t) + Dr(0),

metoda Ackermanna: (para (A,B) sterowalna, A e R"™, BeR"),

u(t)=u,(t)=-Fx(t)F eR"™,
r(t)=0,

O (s)=s"+a,s"" +-+as+a, - wielomian charakterystyczny uktadu zamknigtego,

sterowanie: (6.37)

F=[0 - 0 1[B AB - A"'BJb,(A), FeR™. (6.38)
model zamknigtego uktadu: {X(t) = (A-BE)x(1)x(0), (6.39)
1(t) = Cx(2).

» D
rﬁA)lB AN S —L
F J

Rys. 6.5. Strukturalny schemat uktadu sterowania ze sprzgzeniem od stanu
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6.4.2 Synteza autonomicznego uktadu sterowania ze sprzeieniem od wyjscia:

X(1) = Ax(?) +Br(?)+ 1),x(0),
obiekt SISO: A1) = Ax(0) +Br(D) +u,, (1),x(0) (6.40)
y(t) =Cx(t) + Dr(z),
metoda Ackermanna: (para (A,C) sterowalna, A e R”", C e R"™),
- —HCx(¢),H e R"
sterowanie: w, (1) Cxh.HeR", (6.41)
r(t)=0,
O, (s)=s"+a, s"" +--+as+a, - wielomian charakterystyczny uktadu zamknietego,
c 7o
CA :
H=0,A) . ol HeR", (6.42)
CA™| |1
X(1) = (A—-HC)x(?),x(0),
model zamknigtego uktadu: {X( )= X(©Ox(0) (6.43)
y(1) = Cx(2).
» D
i B ﬂ = |
H
Rys. 6.6.Strukturalny schemat uktadu ze sprzgzeniem od wyjscia
6.4.3 Synteza regulatora i obserwatora (metoda Ackermanna, obiekt SISO):
X(1) = Ax(¢) + Bu(?), x(0),
obiekt: {X( )= Ax(?) +Bu(®), x(0) (6.44)
y(1) = Cx(2),
P(s)=C(sI-A)"'B, (6.45)
X(1) = AX(1) + Bu(1) + H(y, (1) = $(1)).(0),
obserwator: Jj (D= A(t) ), , (6.46)
y(1) = Cx(),
HeR",
u(t) =—Fx(2),
regulator: 6.47
gu {F c R Ixn , ( )
K(s)=F(sI, —A+BF +HC) 'H,
A-BF-HC H .
szeregowy kompensator K(s) & K = { : | : } (6.48)
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r(t)

y(t)
K(s)

A 4

P(s)

Rys. 6.7. Model wejsciowo-wyjsciowy uktadu sterowania

6.4.4 Synteza sterowania w oparciu o odtworzony (estymowany) wektor stanu
Rozwaza sig obserwatory o pelnym oraz zredukowanym rzedzie.

Obserwator o petnym rzedzie

Syntezg obserwatora o pelnym rzedzie prowadzi si¢ w oparciu o nastgpujace wzory:

model sterowanego obiektu:

model obserwatora:

btad estymac;ji stanu:

regulator:

model zamknigtego uktadu:

szeregowy kompensator:

sterowanie z sygnalem odniesienia:

modele zamknigtego uktadu:

stanowy model:

{

x(1) = Ax(¢) + Bu(z), x(0),

y(@) = Cx(®),
A E RI’lXVl,B e Rl’lXp’C E RlﬂXVl,

X(f) = AR(?) + Bu(?) + H(y(t) - §(2)),%(0),
(1) = Cx(0),
A E RI‘IX!‘I,B E Rnxpjc E Rmxn,H E Rnxm’

e, (1) = x(1) (1),
¢,(1) = (A—HO)e, (1).e,(0),
HeR"™,

u(r) = —FX(),

FeR"™,

x@0)] [ A -BF [ x(2)][x(0)
%(1)| |HC A-BF-HC | %) [|%(0)

[ x(t) | [A-BF —BF | x() ][ x(0)
(] | 0 A-HCJe (0]]e, (0

K(s)=F(sI-A +BF +HC)'H,
A-BF-HC |H|,
F o

K(s)@K:{

u(t) = -Fi() + Lr (o),
FeR”" ,LeR",

F(z)} { A ~BF }{x(r)} {BL} [X(O)}
. = . + r(t), . .
x(t)| |HC A-BF-HC| x(r)| |BL %(0)

transmitancyjny model:
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(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)



A ~BF |BL
T(s)< T=|HC A-BF-HC |BL| (6.57)
C 0 o

Obserwator o zredukowanym rzedzie

Model sterowanego obiektu ma postac
x(1) = Ax(¢) + Bu(¢), x(0),
y(#) = Cx(2), (6.58)
AeR" BeR"™,CeR™ m<n.

Niech z(t)=Tx(¢), z(t) eR"™, gdzie TeR"™ jest tak dobrana macierza, iz macierz E
okreslona wzorem

C
E= {T} EcR™, (6.59)

jest kwadratowa macierza o pelnym rzedzie rankE = n. Warunkiem koniecznym nieosobliwosci
macierzy E jest pelny rzad wierszowy macierzy C: rankC =m. Przedstawmy macierz
odwrotna E™' w nastepujacej postaci z wyrdéznionymi podmacierzami P oraz M:
E' =[P M], PecR"™, MeR"™"™  Na podstawie zaleznosci

y) |
L(fJ =Ex(?), (6.60)
mozna zapisac, iz
x(t)=E {yw} — Py(1)+ Mz(r) . 6.61)
z(t)

Z powyzszego rownania wynika, iz dla wyznaczenia estymaty X(#) wektora stanu x(7)
niezbedne jest okreslenie pewnego oszacownia Z(¢f) wektora z(f). W tym celu nalezy
zdefiniowa¢ odpowiedni model (rownanie rozniczkowe) opisujacy ewolucje sygnatu z(¢) oraz
model obserwacji tego sygnatu ('statyczne' rownanie obserwacji). Na podstawie réwnania stanu
x(¢) = Ax(¢) + Bu(¢) zapisa¢ mozna, iz Ex(¢) = EAx(¢)+ EBu(¢), co pozwala na wykonanie
nastepujacych przeksztatcen

C v(1)] [C n] [cC
Ex)=| < ko =| Y12 Clale MY 4| € Bucs), (6.62)
T Z(1) T z(1) T
z ktérych wynika, iz
y(/)] [CAP CAM|y()] [CB
YO YO 1B Lo, (6.63)
z(t)| |TAP TAM | z(t)| |TB
Po wprowadzeniu oznaczen A, =CAP, A, eR"™, A,=CAM, A, eR™"™ 4, =TAP,
A, eR"™™  A,=TAM, A, eR"™"™ B =CB, B, eR", B, =TB,

B, e R"™" otrzymujemy
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y(t A, A t B
|:Y( )}:{ 11 12}|:Y( ):|+{ 1}1(1‘)’ (6.64)
(1) Ay Ay | 2() B,
skad wynika rozniczkowe rownanie dla zmiennej z(r): z(f)=A,z(t)+A,y(#)+B,u(?).
Sprawdzmy, czy w rozwazanym przypadku mozna przyja¢ standardowy model obserwatora
opisany rOwnaniem

2(1) = A, 2(1) + A,y () + Bu(t) + H(y(1) - CX(1)) , (6.65)

gdzie HeR"™" jest macierza sprzezen obserwatora, za$ X(¢) = Py(¢)+MZ2(t) oznacza
poszukiwang estymatg stanu x(z), okreslong na podstawie wyjscia y(¢) oraz oszacowania Z(?) .
Z réwnosci CP =1, oraz CM =0, . . wynika, ze

y()— CX(1) = y(1) — C(Py(t) + M2(1)) = y(t) - y(1) = 0, (6.66)
co oznacza, iz proponowana wyzej struktura obserwatora sygnalu z(z) jest struktura

niewystarczajaca - nie zapewnia ona bowiem mozliwosci stabilizacji obserwatora (sprzg¢zenie
zwrotne z macierza H jest w rzeczywisto$ci sprzezeniem nieefektywnym). Rozwazmy zatem
kolejna strukturg, w ktoérej jako podstawg stabilizacji obserwatora przyjmuje si¢ sprzg¢zenie

zwrotne wykorzystujace sygnat roznicowy y(¢) —§7(t) zdefiniowany dla pochodnej y(#) wyjscia
obiektu y(¢) oraz estymaty ff(t) =A,y()+A,Z(t)+Bu(?) tej pochodnej. Rozwazmy zatem
model obserwatora opisany wzorem

(1) = ALZ()+ A, yO)+Bu()+Hy(#) - A, y(©)—A,,Z(1)Bu(?)). (6.67)
Niech e_(t)=z(¢)-2(t), e.(t)e R"™, oznacza btad estymacji z(¢) . Zachodzi przy tym

X(2) =Py(t)+Mz(t) =Py(1) + M(z(¢)—e_(¢)) =x(¢)—Me_(?), (6.68)

co oznacza, iz bledy odpowiednich oszacowan e ()= x(¢)—Xx(¢) oraz e_(¢)=z(t)—Z(?)
powiazane sa w nastgpujacy sposob: e (f)=Me_(¢). Jak latwo pokaza¢, ewolucjg bledu
e_(¢f)opisuje jednorodne rownanie rozniczkowe € _(1)=(A,,—HA,)e (t), e_(0). Stabilne
rozwigzanie tego rdéwnania uzyska¢ mozna rozwazajac standardowe zadanie syntezy
obserwatora dla pary macierzy (A,,,A,,). Jezeli zatem para (A,,A,,) jest catkowicie

obserwowalna, wowczas istnieje taka stabilizujaca macierz He R"™™" | dla ktérej wszystkie
warto$ci wlasne macierzy przejscia standéw A, —HA,, zredukowanego obserwatora leza w

zadanych miejscach otwartej lewej polptaszczyzny ptaszczyzny zespolonej. W praktyce zwykle
unika si¢ roézniczkowania sygnatow pomiarowych y(¢), spobujmy zatem tak zmodyfikowaé

strukturg zredukowanego obserwatora, aby wyeliminowa¢ z niej jawna obecno$¢ sygnatu y(7).
Rozwazmy w tym celu nastepujaca transformacje zmiennych w(¢) = 2(t) - Hy(t), w(t) e R"™.
Wyznaczmy rézniczkowe réwnanie, ktorego rozwiazanie stanowi tak zdefiniowana pomocnicza
zmienna w(z)

W(r) =2(1) - Hy (1) =

=A,z(t)+ A, y@)+Bu(t)+H(y(®) - A, yt)-A,z(t)-Bu(?)) -Hy () = (6.69)

=(A,, —HA,)w()+(B,—-HB)u(®)+(A,,H-HA ,H+ A, —HA,)y(?).
Oszacowanie X(¢) wektora stanu x(¢) przyjmuje zatem postac

R(¢) = Py(t) + M2(t) = Mw(2) + (P + MH)y(?) . (6.70)
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Niech poszczegélne symbole znacza: A, =A,-HA,, A eR"™"™ A =B,-HB,
A, eR"™? A =A,H-HA ,H+A, -HA, =A H+A, -HA,, A eR"™" oraz

M, =P+MH, M, e R"™, otrzymujemy nastepujacy model zredukowanego obserwatora

w()=A w()+Au@)+ A y@), w),
X(1) =Mw(t) + M y(?).

(6.71)
Zaktadajac sterowanie w postaci sprz¢zenia od estymaty stanu X(¢)
u(z) =-Fx(1),
(1) () 6.72)
FeR"™,
otrzymujemy nastgpujacy model zamknigtego uktadu sterowania
x(t A —-BF BFM x(t x(0
(0] _ 0][x0] 673
e_(7) 0 A, —HA  |e (?)||e, (0)

Z kolei, przyjmujac w rownaniu w(r)=A w(r)+A u(?)+ A y(r) zalozona postaé sterowania
u(t)=-Fx(¢) =-FMw(t) -FM y(¢) uzyskujemy rownanie

w()=(A,-A FM)w(@)+(A -A FM )y(), (6.74)
z ktorego otrzymujemy model szeregowego kompensatora odpowiadajacego rozwazanemu
uktadowi sterowania

A, —-A FM | A -AFM,
K, (s) oK, = ~ . (6.75)
-FM | -FM,
Zaktadajac sterowanie z sygnatem odniesienia r(¢) e R”
{u(l) =-Fx(t)+Lr(?),

6.76
LeR™, (6.76)

fatwo wyznaczy¢ mozna nastgpujace modele zamknigtego uktadu sterowania:
model w przestrzeni stanow

«0)] [ A-BFM,C  -BFM [x(] [BL O] o
w(n)| |A,C-AFM,C A, -AFM ALl woy ©77

w(?) AL
model transmitancyjny:
A-BFM C -BFM BL
T,(s)T,=|AC-AFMC A -AFM | AL,|. (6.78)
C 0 | 0
Autonomiczny uktad sterowania (r(¢) = 0,V¢) opisany jest stanowym modelem
x(#) | | A-BFMC —BFM x(2) || x(0) 6.79)
w()| |A,C-AFM C A —-AFM|w()[|w0)]| '

Jak juz powiedziano, sygnat w(z), wystgpujacy w powyzszych modelach, ma charakter
pomocniczego sygnalu wprowadzonego w celu uniknigcia rézniczkowania wyjscia obiektu.
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Symulacyjna analiz¢ jakos$ci estymacji oraz jako$ci sterowania w rozwazanym ukladzie
zamknig¢tym dogodnie jest prowadzi¢ opierajac si¢ migdzy innymi na pordwnaniu sygnatow x(¢)
oraz X(¢). W tym celu niezbgdne jest odwzorowanie pary (x(¢),w(¢)) w par¢ (x(2),x(¢)), co
osiaga sig stosujac nastgpujace liniowe przeksztatcenie

x] [ 1, 0]x0 (6.50)
()] |M,C M| w()]| '

Zauwazmy ponadto, iz z rownosci w(¢) = Z(¢t)— Hy(¢) = Tx(¢) - HCx(¢) wynika, iz po zatozeniu
w symulacyjnej procedurze warunkéw poczatkowych (x(2),X(0)), niezbedne jest przyjecie
warunku poczatkowego w(0) zgodnie ze wzorem w(0)=Tx(0)—HCx(0). W przypadku, w
ktorym wspotrzedne wektora stanu x(z) wystgpuja w wektorze wyjscia y(¢) w sposob
'bezposredni', to znaczy, gdy w macierzy C mozna wyrdézni¢ podmacierz jednostkowa oraz
podmacierz zerowa C=[I  : 0,..m], macierze T, E, P oraz M przyjmuja nastepujace proste

postacie:

T =00 myem | Lpom)s E=1,, (6.81)

P—{ o } M—[O’"X(”””)} (.6.82)
O(n—m)xm ’ In—m . o

6.4.5 Synteza sterowania w oparciu o kwadratowy wskaznik jakosci (zadanie LOR)
Model sterowanego obiektu dany jest wzorem
x(7) = Ax(¢) + Bu(¢), x(0),

y(@) =Cx(), (6.83)
A G Rl’lxn’B E RnXp’C E Rmxn.

Podstawowy problem sterownia LOR

Dla nastgpujaco zdefiniowanego kwadratowego wskaznika jako$ci sterowania

0

J() =[x (OQx(®) +u" (N(pR)u()dt, p>0, (6.84)

0
przy czym

QecR™, Q=Q", Q=0 - symetryczna macierz dodatnio potokreslona,
ReR””, R=R", R>0 - symetryczna macierz dodatnio okreslona,

poszukuje si¢ optymalnego sterowania u”(z)

u’(¢) = argmin J(u(-)). (6.85)

ueR?

Rozwiazanie:
zaktadajac, iz

dostepne sa wszystkie wspotrzedne wektora stanu x(¢),

para (A, B) jest stabilizowalna,

para (A,C,) jest wykrywalna (Q = C;CQ , Cp= Q"),
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otrzymuje si¢ optymalne sterowanie u’(z) w postaci statycznego liniowego sprzezenia od

stanu
u' (1) =-Fx(?), (6.86)
F=(R)'B'"P, FeR", (6.87)
gdzie symetryczna dodatnio polokre§lona macierz PeR™, P=P', P=>0, jest
jednoznacznym rozwiazaniem nastgpujacego algebraicznego rownania Riccatiego (ARE)
A"P+PA+Q-PB(pR)'B'P=0. (6.88)

W przypadku gdy para (A,C,) jest obserwowalna, P jest macierza dodatnio okreslona
P > 0. Zamknigty uktad sterowania

{X(t) = (A -BF)x(?), x(0), (6.89)

y(0) = Cx(1),
jest uktadem asymptotycznie stabilnym, zachodzi przy tym J(u"(-)) =x" (0)Px(0).
W przypadku, w ktorym strategia sterowania zaktada obecno$¢ zmiennej odniesienia r(z),
otrzymujemy
x(?) = Ax(¢) + Bu(?), x(0),
u(?) =r(t) - Fx(¢), (6.90)
y(¢) = Cx(?).

F

Rys. 6.8. Struktura optymalnego uktadu sterowania

Rozszerzone problemy LOR

e Poszukuje sie¢ optymalnego sterowania wu’(¢)dla uogolnionej postaci wskaznika jakosci

ol Q NTx
J(u('))_ﬂu(t)} {NT pR}[u(t)}dt’ P>, (651

sterowania

przy czym
QeR™, Q=Q", Q>0 - symetryczna macierz dodatnio potokreslona,
ReR” R=R", R>0 -symetryczna macierz dodatnio okreslona,
Q-N(pR)'N" >0 - symetryczna macierz dodatnio potokreslona.

Rozwiazanie:
zaktadajac, iz

dostepne sa wszystkie wspotrzedne wektora stanu x(7),

para (A,B) jest stabilizowalna,
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para (A—B(pR)"'NT,W,) jest wykrywalna (W, =(Q - N(pR)'N")"*),

otrzymuje si¢ optymalne sterowanie u’(f) w postaci statycznego liniowego sprzezenia od

stanu
u' (t)=-Fx(1), (6.92)
F=(pR)"'(B'P+N"), FeR"™, (6.93)
gdzie symetryczna dodatnio poélokreslona macierz PeR™, P=P', P2>0, jest

jednoznacznym rozwiazaniem nastgpujacego algebraicznego roéwnania Riccatiego

(A-B(pR)'N")'P+P(A-B(pR)'N")+(Q—-N(pR)'N")-PB(pR) 'B'P =0.
(6.94)

o Poszukuje si¢ optymalnego sterowania u’(¢)dla zmodyfikowanej postaci wskaznika jako$ci
sterowania

0

J() = [ (x" (OQx() +u" () PRMOME . @20, p>0, (6.95)

0
przy czym

QecR™,Q=Q", Q=0 - symetryczna macierz dodatnio potokreslona,
ReR” ,R=R", R>0 -symetryczna macierz dodatnio okre$lona.

Rozwiazanie:
zaktadajac, 1z

dostepne sa wszystkie wspotrzedne wektora stanu x(¢),
para (A,B) jest stabilizowalna,
para (A,C,) jest wykrywalna (Q =C,C,, C,=Q"),

otrzymuje si¢ optymalne sterowanie u’(¢) w postaci statycznego liniowego sprzezenia od

stanu
u’ () =Fx(¢), (6.96)
F=(pR)"'B'P, FeR™, (6.97)
gdzie symetryczna dodatnio polokre§lona macierz PeR™, P=P', P=>0, jest
jednoznacznym rozwiazaniem nastgpujacego algebraicznego roéwnania Riccatiego
(A+ad,)'P+P(A+ad,)+Q-PB(pR) 'B'P=0. (6.98)

Bieguny optymalnego zamknigtego uktadu sterowania X(¢) =(A —BF)x(¢) maja czgsci
rzeczywiste mniejsze od —o, a zatem zamknigty uklad charakteryzuje si¢ zapasem
stabilno$ci okreslonym przez projektowy parametr o .

o Poszukuje si¢ optymalnego sterowania u’(¢) w zmodyfikowane]j strukturze zamknigtego
uktadu z dodatkowymi cztonami catkujacymi przedstawionej na rysunku 6.9
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v

s J » (sl-A)lB
)

Rys. 6.9. Strukturalny schemat uktadu sterowania z dodatkowymi cztonami catkujacymi

Poniewaz w rozwazanym zamkni¢tym uktadzie sygnat sterujacy u(¢#) podawany na obiekt
stanowi wyj$cie integratora (integratoréw), we wskazniku jako$ci nalezy uwzglednié tylko
sktadowa przejsciowa u(z)—u(w) tego sygnatu (przy zatozeniu, iz istnieje skonczona
ustalona warto$¢ u(«)), badz tez, jak si¢ to proponuje nizej, pochodna u(¢) sygnatu u(?).
Zauwazmy, iz w rozwazanym przypadku zachodzi u(z) =e(z), gdzie e(¢) jest odpowiednim
roznicowym sygnatem

o w XO | x(1)
e()=r(7) FL(tJ_r(t) [F, Fz{u(t)} (6.99)

T
[xT(t) uT(t)] oznacza rozszerzony wektor stanu, za§ F jest poszukiwana macierza sprzgzen

zwrotnych F e R”"*”) F, e R”" oraz F, eR"”.

Rozszerzony model sterowanego obiektu:

{"‘(f)} {A B}[XO)} {0} {X(O)}
= + . le@), ,
| [0 0w |1, u(0)

(6.100)
y(#) = Cx(2),
AeR"™ BeR"™ ,CeR™.
Zmodyfikowany wskaznik jakoSci sterowania:
Axo1TQ o x0] ., .
J(u())= }[[L(ﬂ} L} O}L(f)} +u (t)(pR)u(t)]dt , p>0, (6.101)

przy czym, podobnie jak poprzednio:
QecR™, Q=Q", Q=0 - symetryczna macierz dodatnio potokreslona,
ReR””, R=R", R>0 -symetryczna macierz dodatnio okre$lona.

o Poszukuje si¢ optymalnego sterowania u’(¢) dla zmodyfikowanego wskaznika kryterialnego,
w ktorym wystepuje sygnal wyjSciowy y(¢) sterowanego obiektu

J(u())= fyT (OQ,y(®)+u’ ((pRu(t)dr, p>0, (6.102)

przy czym

Q,eR"™,Q, = QI » Q, >0 - symetryczna macierz dodatnio potokreslona,
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ReR” R=R", R>0 -symetryczna macierz dodatnio okreslona,

CTQyC —CTQyD(DTQyD +pR)™! DTQyC > (0 - symetryczna macierz dodatnio

potokreslona,

Jak tatwo pokazaé, stanowemu modelowi sterowanego obiektu
A|B
P= ,
C|D
odpowiada nastgpujaca rownowazna posta¢ wskaznika J(u(-))

_fxo7lcec  cQp [x0)
e 2][S8E LEom ok

6.5 Zaawansowane mozliwosci programu CC

(6.103)

(6.104)

W punkcie tym omowiono funkcje programu CC dotyczace stanowych reprezentacji obiektow
dynamicznych, wybrane algebraiczne funkcje tego programu, a takze przeksztatcenia stanowych

modeli. Omawiane funkcje dostgpne sa w trybie STATE programu CC.

6.5.1 Operacje dotyczqce reprezentacji stanowych (P - kwadrupol (A,B,C,D))

eCCF, G, P

- przyporzadkowanie macierzowej transmitancji operatorowej G(s) sterowalnej kanonicznej

reprezentacji stanowej P;

e« CONMATRIX, P, Pc
- tworzenie macierzy sterowalno$ci P, odpowiadajacej modelowi P (parze (4,B));

¢ CONTROLLABILITY, P
- test sterowalnosci obiektu opisanego modelem P (sterowalnos¢ pary (A4,B)),

eDCF, G, P

- przyporzadkowanie macierzowej transmitancji operatorowej G(s) diagonalnej kanonicznej

reprezentacji stanowej P ;

eGEP, P, G

- konwersja modelu stanowego P na model transmitancyjny (G(s) = C(sI — A)_IB + D),

e FEEDBACK, opcja, lista modeli stanowych, =r
- realizacja r6znych struktur ze sprzg¢zeniem zwrotnym:

1,P,Pl: P=1+P)",
2,P,Pl: P =PI1+P)",

3,p,P1,P2: P,=PI+PP)’,

A-BF | B o .
4,P,F,P1l: P = C b’ (sprzezenie od stanu poprzez macierz F),
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A-HC | B

5,P,H,Pl: Pl{ C b

} , (sprzgzenie od wyjscia poprzez macierz H),

6,P,H,P1l: P, powstaje z P poprzez sprzg¢zenie r-tego wyjscia z r-tym wejsciem,

(sprzgzenie ujemne przy <0, sprz¢zenie dodatnie przy »<0),

- analogiczne efekty uzyska¢ mozna w nastgpujacy sposob:

1: P1=IP,

2: P1=P[l,

3: P1=P|P1,

4: P1=P&P1(A)=P1(A)-P1(B)*F,
5: P1=P&P1(A)=P1(A)-H*P1(C);

¢ ILQR, opcja, lista kwadrupoli (macierzy), p

synteza sterowania u(z)=Fx(z), FeR”", optymalnego ze wzgledu na kwadratowy
wskaznik jakosci,
opcje:

P, O, R
2, P, H, R,
P, E, F
4, P, F;

’

F
F

obiekt sterowania
x(¢) = Ax(¢) + Bu(?), x(0),

A
P= {C D} , y(¢) = Cx(¢) + Du(?), (6.105)
AeR"™ BeR"™,CeR™,DeR™?,

para (A, B) stabilizowalna,

wskaznik jako$ci sterowania

t 4
J(u()) = j {X( )} [X( )} df, EeRU» . (6.106)
(0] |u@®
przy czym:
Q o
1: E= Q } para (A, Q"?) wykrywalna,
10 PR
‘H'H
2: E= 0 , HHHeR"™", para (A, H) wykrywalna,
0 PR
. __Q N nxp -1ngT —“Ing T\ /2
3: E=| , NeR™  para (A-B(pR)" N ,(Q-N(pR)" N )")
IN° pR
wykrywalna,
T
4: E= cco , para (A,C) wykrywalna,
. 0 oR
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za$
p >0 - dodatni wspotczynnik wazacy,

QecR™, Q=Q", Q=0 - symetryczna macierz dodatnio potokreslona,
ReR”” R=R", R>0 - symetryczna macierz dodatnio okreslona,

EcR"»U» "E=E", E>0 - symetryczna macierz dodatnio pétokreslona.

¢ NUMERATOR, P
- wyznaczanie licznika transmitancji operatorowej obiektu opisanego modelem P ;

e« OBSMATRIX, P, Po
- tworzenie macierzy obserwowalnosci P, odpowiadajacej modelowi P (parze (A,C));

¢ OBSERVABILITY, P
- test obserwowlnosci obiektu opisanego modelem P (obserwowalnos¢ pary (A,C));

eOCF, G, P
- przyporzadkowanie macierzowej transmitancji operatorowej G(s) obserwowalnej
kanonicznej reprezentacji stanowej P;

ePACK, A, B, C, D, P
- tworzenie kwadrupola P na podstawie sktadowych macierzy A, B, C oraz D;

¢ POLEPLACE, P, K, opcja
- pozycjonowanie biegunow uktadu SISO metoda Ackermanna:
P - stanowy model obiektu,
K - wektor sprz¢zen (opcja 1 i 2) lub stanowy (kwadrupolowy K) model szeregowego
korektora (opcja 3),
opcja: 1 - synteza regulatora, 2 - synteza obserwatora, 3 synteza obserwatora i regulatora:

e POLES, P
- wyznaczanie biegunoéw (wartosci wlasnych macierzy P(A4)) odpowiadajacych modelowi P;

¢ SIMULATION, P, opcje, warunki poczatkowe, tmax, delta
- symulacja proces6w przejsciowych w uktadzie dynamicznym opisanym stanowym modelem
P:

P - stanowy model obiektu,

warunki poczatkowe: 1 - zerowe warunki poczatkowe,
2, X0 - zadany wektor x(0) warunkoéw poczatkowych,

tmax - moment zakonczenia ¢ =t,, procesu symulacji (start: 1 =0),

delta - okres dyskretyzacji A symulacyjnej procedury,

opcje dotycza sposobu pobudzania uktadu opisanego stanowym modelem P:
m, h: m— te wejscie jest pobudzane sygnatem skokowym /-1(¢) ,

~

~

m, h: m— te wejscie jest pobudzane sygnalem impulsowym /£-9(¢),
m, h ,1: m—tewejscie jest pobudzane sygnatem prostokatnym #4-(1(z) —1(t —/)),
m, s ,b: m-—te wejscie jest pobudzane gaussowskim sygnatem pseudolosowym o

Sw N
~

~

zerowe]j wartos$ci Sredniej oraz standardowym odchyleniu o = s/ JA , punkt
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startowy generatora losowego okre§lony jest parametrem b, przy czym dla
b =0 start ma charakter przypadkowy,

5, m, plik: m—te wejscie jest pobudzane sygnatem reprezentowanym w pliku,

6: sygnal pobudzajacy jest sygnatem zerowym.

- wyniki symulacji zapisywane sa do pliku o nazwie P.Y; dane te mozna zobrazowad
korzystajac z instrukcji

PLOT, P.Y, tr, a.

«UNPACK, P, A, B, C, D
- ekstrakcja elementow modelu P (odpowiednie zadanie wyrazi¢ mozna jako np. A=P(A));

¢ ZEROS, P
- wyznaczanie zer systemu dynamicznego opisanego stanowym modelem P.

6.5.2. Algebraiczne funkcje dostgpne w CC

eEIGEN, A, D, X
- wyznaczanie warto$ci wlasnych oraz wektoréw wtasnych macierzy A:
D - macierz dwukolumnowa zawierajaca czg$ci rzeczywiste i urojone warto$ci wiasnych
macierzy A,
X - macierz, ktorej kolumny sa odpowiednimi wektorami wlasnymi macierzy A;

e LYAPUNOV, F, G, P
- rozwiazanie réwnania Lapunowa

F'P+PF+G=0, (6.107)

w ktorym:
T . . . ey . .
FeR™ oraz GeR"™,G=G , (macierz symetryczna) sa macierzmi wejsciowymi,

PcR"™ P=P' (macierz symetryczna) jest rozwiazaniem;
eRICCATI, F, G, H, P
- rozwiazanie rOwnania Riccatiego
F'P+PF+G-PHP =0, (6.108)

w ktorym:
FeR"™, GeR"™ G=G", (macierz symetryczna) oraz HeR”" H=H", (macierz
symetryczna) sa macierzmi wejsciowymi,
PcR"” P=P" (macierz symetryczna) jest rozwiazaniem;

eRANK, A, T
- r =rankA (rzad macierzy A).

6.5.3. Przeksztalcanie stanowych opisow modeli obiektow dynamicznych

Niech
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r-[efi]

(6.109)

bedzie stanowym (kwadrupolowym) modelem pewnego obiektu dynamicznego. Rozwazmy

nast¢pujace dziatania dotyczace tego modelu:

negacja
A | B
P=-P: P = ,
-C|-D
inwersja
A-BD'C | BD'
BR=1/Plub B=P\I] lub R=P"-1: P, = 1 | 1
-p'C | D
transpozycja

A" | CT
1)]=P’: P1:|:BT DT},

sprzezenie z jednostkowym torem gtownym (rys. 6.10)

A-BEC | BE . -
P=1P: P = EC E , gdzie E=(I+D)",
— E—b

Rys. 6.10. Sprzgzenie z jednostkowym torem gtownym

jednostkowe sprzezenie zwrotne (rys. 6.11)
A-BEC | BE
EC |ED

T

Rys. 6.11. Jednostkowe sprzgzenie zwrotne

P=PI: Pl{ } gdzie E=(I1+D)"',

sprzezenie zwrotne (rys. 6.12)

A-BFD,C  -BFC, BF
B=PRB: P,=| BEC A, -BEDC, |BED)| gdze
EC -EDC, | ED
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E=(I+DD,)"
F=(1+DD)"’

(6.110)

(6.111)

(6.112)

(6.113)

(6.114)

(6..115)



Rys. 6.12. Sprzezenie zwrotne

sprzezenie zwrotne od stanu (rys. 6.13)

P—P&P(A)=PA)-PB*F: p |2 BB
1= 1()_1()_1() . 1—?%,

1]

o

Rys. 6.13. Sprzgzenie zwrotne od stanu

sprzezenie zwrotne od wyjscia (rys. 6.14)

A-HC | B
P =P&P(A)=P(A)-H*P(C): {C—h}

Rys. 6.14. Sprze¢zenie zwrotne od wyjscia

4 | B
Pl = C D .
1| Dy

Rozwazmy z kolei nastgpujace dziatania dotyczace modeli P oraz P;:

Niech ponadto

dodawanie

P,=P+P: P,

I
Al »

0| B
Al Bl °
C, | D+D,

1

odejmowanie
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i 0 B
P,=P-P: P,=|0 A, | B, |, (6.120)
'C -C, |D-D,
mnozenie
A BC, | BD,
P,=P*P: P,=|0 A, | B, |, (6.121)
C DC, | DD,

ztozenie modeli stanowych: rozszerzenie liczby wejs¢ (rys. 6.15)

A 0|B 0
P=(P,P): P,=|0 A, |0 B,|, (6.122)
C C, |D D,

+
[ [0
Rys. 6.15. Ztozenie modeli stanowych

ztozenie modeli stanowych: rozszerzenie liczby wyjs¢ (rys. 6.16)

P =(P,R): P, = (6.123)

Rys. 6.16. Ztozenie modeli stanowych

ztozenie modeli stanowych z zachowaniem autonomii sktadowych podsystemow (rys. 6.17)

A 0|B 0
B |0 A |0 B
B=(PHR) : Py=| o (6.124)
0 C, |0 D,

=]

Rys. 6.17. Ztozenie modeli stanowych
6.6 Zadania do wykonania
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W ramach ¢wiczenia realizowane sa dwa zadania, dotyczace syntezy jednowymiarowych oraz
wielowymiarowych uktadow sterowania liniowymi obiektami (procesami) z czasem ciaghym.

W zadaniu pierwszym wykonywany jest projekt sterownika pracujacego na rzecz obiektu
jednowymiarowego, opisanego modelem wejsciowo-wyjsciowym (transmitancyjnym). Model
obiektu oraz cel sterowania podaje prowadzacy ¢wiczenie. Zaleca si¢ stosowanie wczesniej
poznanych metod projektowania (metoda modelu, metoda linii pierwiastkowych, metody
czgstotliwosciowe), uzupelionych wyzej opisanymi regutami Zieglera-Nicholsa.

Zadanie drugie ma charakter projektu wielowymiarowego uktadu sterowania w oparciu o
modele okreslone przestrzeni stanu. Podobnie jak poprzednio, model obiektu oraz cel sterowania
podaje prowadzacy ¢wiczenie. W ramach projektu rozwiazuje si¢ zagadnienia dotyczace m.in.
pozycjonowania biegundéw zamknigtego ukltadu sterowania, syntezy obserwatoréw stanu
(obserwatory o pelnym rzedzie oraz obserwatory zredukowane), syntezy sterowania ze
sprzgzeniem od estymaty stanu oraz syntezy sterowania optymalnego ze wzgledu na kwadratowe
wskazniki jakosci

Wszystkie obliczenia oraz eksperymenty symulacyjne nalezy wykonywaé przy pomocy
programu CC.
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