Cwiczenie 63

Wyznaczanie wspotczynnika sprezystosci
sprezyn i ich ukladow

63.1. Zasada éwiczenia

W ¢éwiczeniu okresla sie wspolczynnik sprezystosci pojedynczych sprezyn i ich
uktadéw, mierzac wydluzenie sprezyn pod wplywem znanego obciazenia oraz okres
drgan obciazonych sprezyn.

63.2. Wiadomosci teoretyczne

Pod wplywem dziatajacych sit zewnetrznych kazde cialo stale odksztalca sig, zmie-
niajac swoja objetosc i ksztalt. W czasie, gdy cialo jest odksztalcone, sity zewnetrzne
sa rownowazone sitami reakcji sprezystych ciata, ktére daza do przywrdcenia jego
pierwotnej postaci.

Przyjmiemy dalej, ze rozwazane cialo ma staly przekréj poprzeczny (np. pret, drut,
sprezyna), a zewnetrzna sita F jest skierowana wzdtuz podluznej osi ciata, powodujac
jego wydhluzenie lub skrécenie o warto$é¢ x. Zachodzi wéwczas zwiazek:

F = kx, (63.1)

gdzie wspoélezynnik k, majacy wymiar [k] = N/m, nazywa si¢ wspélczynnikiem spre-
zystodci ciata. Jego warto$é liczbowa jest rowna wartosci sity, powodujacej wydluzenie
lub skrécenie ciala o jednostke dtugosci. Zaleznosé (63.1) stosuje sie jedynie dla ograni-
czonego zakresu dzialajacych sit, nie przekraczajacych tzw. granicy proporcjonalnosci.
W przypadku sprezyny jej wspdlczynnik sprezysto$ci wyraza sie wzorem:
Gt
~ 4NR3
(np. [1]), gdzie r jest promieniem drutu sprezyny, N — liczba jej zwojéw, R — pro-
mieniem sprezyny, natomiast G — tzw. modulem sztywnosci (lub modulem Kirch-
hoffa) materiatu sprezyny o wymiarze [G] = N/m?. Modul sztywnosci jest jednym
z podstawowych parametréow charakteryzujacych wtasnosci sprezyste danego mate-
rialu, niezaleznym od rozmiaréw i ksztaltu ciala.
Wspéblcezynnik sprezystodci k sprezyn mozna tatwo wyznaczy¢ doSwiadczalnie. Gdy
na koncu sprezyny zawiesimy cialo o znanej masie m, zostanie ona rozciagnieta pod
wplywem ciezaru ciala

(63.2)

Q =myg (63.3)
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Rysunek 63.1. a) Sprezyna bez obciazenia, b) obciazona sprezyna w polozeniu réwnowagi,
¢) obcigzona sprezyna wychylona z polozenia réwnowagi

(g — przyspieszenie ziemskie) o dlugosé g (rys. 63.1a, b). Sila ciezkosci Q jest wtedy
réwnowazona przez sile reakcji Fy rozciagnietej sprezyny. Kladac we wzorze (63.1)
F =Q iz = xg, otrzymujemy wzor, pozwalajacy obliczy¢ wspolczynnik sprezystosci:

mg

k= (63.4)

Zo '

Gdy nastepnie wychylimy ciatlo w kierunku pionowym z polozenia réwnowagi i pu-
scuny swobodnie, zacznie ono wykonywaé drgania (rys. 63.1c). Wéwczas sita reakeji
F, sprezyny i sila ciezkosci Q nie réwnowaza sie (o ile x # xy). Wartos¢ wypadkowej

tych sil wyraza sie wzorem:
=Q - F;, (63.5)

gdzie warto$¢ sily reakeji Fy = F okresla wzor (63.1). Korzystajac ze wzordw (63.3)
— (63.4) i oznaczajac wychylenie ciala z polozenia réwnowagi jako

' =z — x, (63.6)
wypadkows site dzialajaca na cialo mozna wyrazi¢ wzorem:
F, = —ka'. (63.7)

Zmak ,—” we wzorze wskazuje, ze jest ona skierowana przeciwnie do kierunku wychy-
lenia ciata. Wiadomo, ze ruch ciata na skutek dzialania sity okreslonej wzorem (63.7)
jest ruchem harmonicznym prostym, przy czym okres drgan ciala wynosi:

T = zw\/f (63.8)

Wspdlcezynnik sprezystosci mozna wiec obliczy¢ ze wzoru:

4 2
k= % (63.9)
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Rysunek 63.2. Polgczenie sprezyn: a) réwnolegte, b) szeregowe

Otrzymane wzory stosuja si¢ przy zalozeniu, ze mozna zaniedbac sitg¢ oporu powietrza,
jak rowniez mase sprezyny w poréwnaniu z masa ciala.

Sprezyny mozna laczy¢ ze soba — réwnolegle lub szeregowo (rys. 63.2). Wypad-
kowy wspolczynnik sprezystosci k polaczonych sprezyn jest zdefiniowany zaleznoscig
(63.1), w ktérej F' i x oznaczaja site przylozona do ukladu sprezyn i jego wydluzenie.

W przypadku polaczenia rownoleglego dwdch sprezyn o wspédlczynnikach sprezy-
stosci k1 1 ko dzialajaca na nie sila jest suma sit Fy i Fy, dzialajacych na poszczegdlne
sprezyny, a ich wydtuzenia sg jednakowe. Zachodza wiec zaleznosci:

Fy=kix, Fy=kox, F=F+1F, (6310)
z ktérych, uwzgledniajac zalezno$é (63.1), otrzymuje sie zwiazek:
k= ki + ks. (63.11)

Dla szeregowego potaczenia sprezyn dzialajace na nie sily sa, przy pominieciu
ciezaru sprezyn, jednakowe, natomiast ich taczne wydtuzenie jest suma wydiuzen z;
i x9 obu sprezyn. Mamy wiec zaleznosci:

F=Fkz, F=koxy, x=ux1+ 2o, (6312)

z ktorych, po uwzglednieniu zaleznosci (63.1), wynika zwiazek:

111
. 1
Tt (63.13)

63.3. Aparatura pomiarowa

W sklad uzywanego w éwiczeniu zestawu pomiarowego (rys. 63.3) wchodza: spre-
zyny, ciezarki i statyw, na ktérym zawiesza si¢ sprezyny. Do pomiaru wydtuzenia
sprezyn stuzy pionowa podziatka z dwiema przesuwanymi wskazéwkami. Mase cigzar-
kéw wyznacza sie przy pomocy wagi, a okres drgan obciazonych sprezyn mierzy sie
stoperem.
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Rysunek 63.3. Zestaw do pomiaru wspélczynnika sprezystosci sprezyn. 1 — sprezyny, 2 —
ciezarki, 3 — statyw, 4 — podzialtka, 5 — waga, 6 — stoper

63.4. Zadania

1. Wyznaczy¢ wspdélezynnik sprezystosci wybranej sprezyny: a) badajac jej wydtu-
zenie pod wplywem zawieszonego ciezaru, oraz b) mierzac okres drgan obciazonej
sprezyny. Obliczyé¢ modul sztywnosci materiatu sprezyny.

2. Wyznaczy¢ obydwiema metodami wspélczynnik sprezystoéci uktadu dwdch spre-
zyn, polaczonych a) réwnolegle, b) szeregowo.

63.5. Przebieg pomiaréw i opracowanie wynikéw

ad 1. Do dolnego konca zawieszonej na statywie sprezyny zaczepia¢ kolejne ciezarki,
mierzac za kazdym razem ich laczng mase m oraz wydluzenie x( sprezyny. Zapisaé
w tabelce wartosci m i x¢ i sporzadzi¢ wykres zaleznosci zo — m. Jak wynika ze
wzoru (63.4), zaleznosé¢ ta powinna przedstawiaé¢ w przyblizeniu linie prosta, okreslona
ogblnym réwnaniem:

Y=A4-X+B, (63.14)
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gdzie X =m,Y = xo, A= g/kiB = 0. Jezeli ostatnie punkty na wykresie, odpowia-
dajace najwiekszym masom m, odchylaja sie od zaleznosci prostoliniowej, $wiadczy
to o przekroczeniu granicy proporcjonalnosci dla danej sprezyny. Wyniki tych po-
miaréw nalezy w dalszych obliczeniach pominaé. Wartosci parametréow A i B prostej
i niepewnoéci S4 1 Sp parametréw wyznaczy¢ metoda regresji liniowej, aproksymujac
dos$wiadczalng zalezno$é xo — m funkcja (63.14). Narysowaé te prosta na wykresie.
Obliczy¢ wspolczynnik sprezystosci badanej sprezyny i jego niepewno$c ze wzordw:

k=g/A, (63.15)
Sy = gSa /A% (63.16)

Za warto$¢ przyspieszenia ziemskiego przyja¢ g = 9,815 m/s%.

W dalszym ciagu tej czesci ¢wiczenia zawieszaé¢ na dolnym konicu sprezyny kolejne
ciezarki i wprawia¢ uktad w drgania w kierunku pionowym. Mierzy¢ kazdorazowo
taczna mase m ciezarkéw oraz czas t okreslonej liczby n pelnych drgan (np. n = 20)
i obliczaé okres T' = t/n drgan ciezarkéw. Dla ulatwienia pomiaréw nalezy dobieraé
stosunkowo duze masy ciezarkéw, aby okres drgan uktadu byl mozliwie dlugi. Zapi-
sywaé w tabelce wartoéci m, t, T i T?. Wyniki pomiaréw przedstawié¢ na wykresie 72
— m. Ze wzoru (63.9) wynika, ze wykres powinien by¢ w przyblizeniu prostoliniowy,
a wspo6lezynnik kierunkowy prostej powinien wynosié A = 472 /k. Wyznaczyé wartosci
parametréw A i B prostej (63.14) i ich niepewnosci S4 1 Sp metoda regresji liniowej
i narysowaé prosta na wykresie. Wspdlczynnik sprezystodci i jego niepewnosé obliczy¢
ze Wzoréw:

k =4n?/A, (63.17)
Sy, = 4n?S84 /A% (63.18)

Konczac pierwszg czesé ¢wiczenia, okreslié wartosci modutu sztywnosci G ma-
terialu sprezyny. W tym celu zmierzyé¢ $rednice d = 2r drutu sprezyny i Srednice
D = 2R sprezyny, odpowiednio za pomoca Sruby mikrometrycznej i suwmiarki i obli-
czy¢ promienie r i R. Policzy¢ ilo$¢ N zwojow sprezyny. Wartosci G i ich maksymalne
niepewnosci AG obliczy¢ z przeksztalconego wzoru (63.2):

AN B3k
G = o (63.19)
1 ze weor: AN| [|3AR| [4Ar| |Ak
T

Za niepewnos¢ AN przyjaé utamek liczby zwojéw, niepewnosci AR i Ar oceni¢ na
podstawie dokladno$ci sruby mikrometrycznej i suwmiarki, a za niepewno$¢ wspol-
czynnika sprezystosci przyjaé |Ak| = 3Sk.

ad 2. Zmierzy¢ wspolczynniki sprezystosci kq 1 ko dwoch wybranych sprezyn, oraz
wypadkowe wspolczynniki sprezystoéci k uktadu tych sprezyn, polaczonych réwnolegle
i szeregowo, w podobny sposéb jak w punkcie 1. W celu skrécenia czasu pomiardw
mozna je przeprowadzi¢ tylko dla jednej masy m ciezarkéw. Stosujac metode obcia-
zania sprezyny, nalezy woéwczas oblicza¢ wspolezynniki sprezystosci ze wzoru (63.4),
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a przy zastosowaniu metody drgan harmonicznych — ze wzoru (63.9). Maksymalna
niepewnos$¢ wspdlezynnikdw sprezystosci, wyznaczonych pierwsza oraz druga metoda,
wynosi odpowiednio:

A A
|Ak| =k (’m 4= ) (63.21)
m To
oraz: A QAT
m
|AK| =k (‘m + ‘T ) . (63.22)

Niepewnoéci Am i Axg oceni¢ z doktadnosci przyrzadéw pomiarowych. Niepewnosé
okresu drgan obliczy¢ ze wzoru AT = At/n, przyjmujac za At ulamek sekundy.

Na zakonczenie drugiej czesci ¢wiczenia obliczy¢ wartosci wspotczynnikow k po-
taczonych réwnolegle i szeregowo sprezyn ze wzoréw (63.11) i (63.13), na podstawie
zmierzonych warto$ci wspolczynnikéw ki i ko poszczegdlnych sprezyn. Maksymalna
niepewno$¢ wspoélczynnika k dla polaczenia rownoleglego sprezyn jest rowna:

|AK| = |Aky| + |Ak2|, (63.23)
a dla potaczenia szeregowego — réwna:

Ak,
Kt

Aky

Ak| = k2 -
6 = B

) . (63.24)

W dyskusji otrzymanych wynikow sprawdzi¢, czy réznice miedzy warto$ciami
wspolczynnikow k oraz G, wyznaczonych metodami obciazenia sprezyny i drgan har-
monicznych, oraz réznice migdzy wartosciami wspotezynnika k uktadéw sprezyn, okre-
slonych do$wiadczalnie i obliczonych ze wzoréw (63.11) i (63.13), mieszcza si¢ w gra-
nicach oszacowanych niepewnosci pomiarowych.

63.6. Wymagane wiadomosci

1. Proste odksztalcenia sprezystego materialu — rozcigganie i $ciskanie, odksztatce-
nie objeto$ciowe i postaciowe, oraz charakteryzujace je wspétczynniki.

2. Wielkosci opisujace ruch harmoniczny prosty.

3. Wyprowadzenie wzoru (63.8) na okres drgan ciala w ruchu harmonicznym prostym.
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