Cwiczenie 18

MODELOWANIE (SYMULACJA) PROCESOW STOCHASTYCZNYCH

18.1. Wiadomosci ogdine

Bardzo wiele zdar#g a take zjawisk fizycznych zachodeych w otaczajcym nasswiecie, nosi cechy
procesow przypadkowych stochastycznych, tzn. takich, dla ktérych prawdigimeistwo ich zajcia jest state
w czasie (nie zaly od warunkéw zewgtrznych ani od historii danego obiektu). Najedo nich m.in.
nieuporadkowany, chaotyczny ruch gzteczek cieczy i gazéw (ruchy Browna), naturalnyzpea
promieniotworczy, szumy ugdzen elektronicznych, rozpraszanie elektronéw przechogzh przez érodki
materialne, a nawet w pewnym sensiedbenie czlowieka zagubionego w lesie. Rovwnieoces pomiaru i
wystepowanie niepewnizi przypadkowych nale do tej samej klasy proceséw stochastycznych, ktorgzwoj
czasowy opisany jest przez waxbzmiennych losowych, a ich wggtowanie charakteryzuje ¢sipewnym
rozkladem statystycznym.

Od bardzo dawna uwano,ze kada zmienna losowa ma rozklad normalny lub przyn&pubiezny
do rozktadu normalnego. W bardzo wielu dziedzinaahki i techniki znajdowano liczne przyktady zmigoh
losowych o takim winie rozktadzie. Rozktad ten zata uwaza¢ za uniwersalny rozktad statystyczny i dlatego
wihasnie nazwano rozkladem normalnym, gtajym wyraz,ze jest to rozktad zazwyczaj wgpujacy w praktyce.
Dzisiaj wiemy,ze rozklad normalny nie jest jedynym rozktadem tgaznym, ktéry daje dobre przybénie
rozktadéw eksperymentalnych, to jednak zagaéwndcia mazna go zalicz§ do rozkladow, ktére najezciej
mo by¢ stosowane do aproksymacji danycKwliadczalnych.

Najbardziej rozpowszechnionym padém, ttumacacym przyczyny cgstego wysfpowania rozktadu
normalnego, byt pogtl wysuntty przez F. Bessela. Wedtug niego wéctambserwacji statystycznych zadeod
wielu drobnych przyczyn. Przyczyny te, tp Swego rodzaju impulsy, ktére powoduge wartdgci obserwaciji
statystycznych odchylajsie od sredniej arytmetycznej. Gdy impulsy majednakowy kierunek, wéwczas
zaobserwowane odchylenie waitbcechy odsredniej arytmetycznej jest de, jezeli natomiast impulsy dziakaj
réznokierunkowo, to sumaryczne odchylenie wast@echy od tefredniej jest mate.

Oczywicie prawdopodobiestwo tego,ze znaczna il& odchyler bedzie miata ten sam kierunek, jest
mate, jeeli przyjmie s¢ nie budzace intuicyjnych sprzeciwdw zatenie, ze odchylenia jednakowe co do
wartosci bezwzgtdnej, a réniace st jedynie kierunkiem (znakiem), mgjednakowe prawdopodolfistwo
wystapienia. Zaktada siréwniez, ze odchylenia & od siebie niezaime. Przy takich zal®niach, na mocy
twierdzenia o prawdopodoldistwie iloczynu zdarze niezalenych maemy uwaaé, ze wyshpienie znacznej
ilosci odchyleéd jednokierunkowych jest zdarzeniem malo prawdopogiob Prawdopodobistwo tego
zdarzenia réwna sibowiem iloczynowi prawdopodohistw zdarzé elementarnych.

Wynika std, ze odchylenia die co do bezwzgtinej wartdci (czyli odchylenia bdace sum matych
odchyler jednakowo skierowanych) majmate prawdopodobistwo wysapienia, a odchylenia mate majo
prawdopodobigstwo duze. Bessel traktuje odchylenia &ekdniej arytmetycznej tak samo jalkedly obserwacji.
Poniewa btedy obserwacji, jak wykazali Gauss i Laplace, amajzktad normalny, przeto z wywodow Bessela
wyptywa wniosekze kazda cecha statystyczna ma rozktad normalny.

Wykorzystupc zatem model Laplacea, vma wykazdé, jak niezalene zaktdcenia (impulsy)
wystepujace w pomiarze powodaj harastanie niepewdc pomiarowych, odchylag wynik pomiaru od
rzeczywistej warteci (rys. 18.1).
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Zaldzmy, ze wartd¢ rzeczywista mierzonej wiellkoi wynosi A, orazze pomiar tej wielkéci jest zaktdcony
przez N réanych, niezalenych czynnikow, z ktérych Kaly z prawdopodcienstwem p = 1/2 powoduj
odchylenie wyniku pomiaru wielkos¢ + e. Rysunek 18 pokazuje narastanie niepewoiopomiarowych wra.
ze wzrostem liczby czynnikow zakitégaych pomiar. Prawdopodoliigtwa otrzymania okéonego wyniku
podane s na przegiciu kolumn i wierszy tabeli, a ich suma wzablm wierszu réwna jest pewsm (F = 1).
Taki proces narastania wypadkowego odchyleniazmao opisé rozkladem dwumianowym lub je¢
aproksymagj — rozktadem normalnyr

Prawo rozkladu zdaraeprzypadkowych zaktécanychieloma ré@nymi, niezalenymi czynnikami,
mozna symulowa za pomoa deski Galtona (ry 18.2). Jest to prostakna deska, w ktorej prostopadle
powierzchni wystaje kilkargie rzddéw kotkow, ktorych rozktad przypomina trgjkPascala. Odlegio miedzy
kotkami jest taka,ze mae przej¢ miedzy nimi tylko jedna kulka.
Deska jest lekko pochylona. Z lejkowate zbiornika,
znajdupcego st u gory deski, spadajkulki i zderzay sig z
kolejnymi warstwami kotkdw, dozn@g przy tym odchylenia w prawo
lub wlewo z jednakowym prawdopodoliEwem p =(q = 1/2. Wynika to

stad, ze kazdy kolek nizszej warstwy znajduje & LAY I doktadnie pérodku
miedzy dwoma kotkami wiszej warstwy, dlateg ceoodeno kulka trafia
doktadnie swymsrodkiem na kotek stagy na jej IR W drodze. Dzietem
przypadku jest, czy po odbiciu od niego ku ©o0o000ocdhoeooo przejdzie ntej z
jego lewej, czy prawej strony. Gdy ekisza liczbe v o oooeokooeaess |kulekprzejdzie takie
przypadkowe drogi, ufa sie one w rowkach u dot G deski w ksztalcie
krzywej symetrycznej. Krzywa wska cooocoocncodecesoe maksymalne
obsadzeie w okolicy swego srodka, z& ku eeeosecsecpee e Ihrzegom obsadzenia
beda zmierzaty do zera (krzywa rozktadu Gaus

Symetria tej krzywej &dzie zaburzon przez fluktuacje, tzn.
niewielkie wahania w obsadzeniu poszczegolr = rowkow, ktore
wynikaja z rGwnowagi chwiejnej kul. W kalym X5 razie zaréwno
statas¢  krzywej rozkladu, jak zmienndé SO zachodacych
fluktuacji $wiadcz o wystpujacych w tym 2,00 zjawisku
prawidtowdiciach statystycznych. . SRR P = b
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Prawa statystyczne nie mpgla® odpowiedzi na pytania dotygze okreslonego zachowania eipewnegc
obiektu, np. kulki w ruchu po desce Galtona. Takcwiie potrafimy powiedzie do ktérego rowka wpadn
konkretna kulka, a talke nie wiemy, w ktar strore sie odchyli. Mazemy tylko powiedzié, ze gdybymy kulke



puszczali odpowiednio do razy, tosrednio tyle a tyle razy wpadnie do o¥enego rowka, tzn. memy
okresli¢, jakie jest prawdopodohistwo tego zdarzenia.

Na rysunku 1.2 liri tamary pofaczono kotki, na ktérych spadaja kulka doznaje kolejnych odchylev
pewnym przyktadowo wybranym ruchu. Ruch kuleczek dasce Galtona jest przyktadem ruchu zwanego
btadzeniem przypadkowym i nalg, podobnie jak przytoczone wcréej przykiady, do obszernej klasy
proceséw stochastycznych, czyli ruchdw, ktérychwi@jzczasowy opisywany jest przez wadbzmiennych
losowych.

Kulka spadajc w dét doznaje N odchyte kolejno na kadym rzdzie kotkoéw w lewo albo w prawo,
zawsze tylko o jeden rowekto odchylenie jest zmiegriosows. Jezeli prawdopodobigstwo odchylenia kulki
W prawo oznaczymy przez p, a w lewo przez g, taevdopodobi@éstwo tegoze — w wyniku N odchylé — n z
nich wystpi w prawo, mana wyrazt rozktadem dwumianowym
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jest liczka n-elementowych kombinaciji zbioru N-elementowego.

Rozktad dwumianowy stosujemy w przypadku, gdy dgsia zmienna losowa przyjmuje niezbytzeu
wartcsci n. Natomiast dla diych wartgci n, na mocy centralnego twierdzenia rozktad dvamoivy dizy do
rozkladu normalnego, zwanego zakrozktadem Gaussa. Rysunek 18.3 jest ilustreaykiadu normalnego,
w ktorym zmienna losowa przyjmujeagie wartgci.

gdzie

A

¢ (n)

Rys. 18.3

Przedstawione na rysunku 18.3 przebiegizmao przyblgy¢ jedra wspolm krzywa gestcsci
prawdopodobigstwa rozktadu normalnegi(n) opisam wzorem

1 exr{— (”"”)2}, (18.2)

b= 0\/5[ 207

gdzie n jest wartécia srednh zmiennej losowej n, okélajaca potozenie maksimum rozktadu,@— odchylenie
standardowe. Ksztalt krzywej Gaussa silnie zaled wartgci odchylenia standardowege i jak widat z

rysunku — im wigksza jest jego warfd, tym szersza i bardziej sptaszczona jest krzywzkitaolu. Ma@na

wykaza, ze wartg¢ odchylenia standardowegojest réwng n-"n|, dla takich wartéci n, dla ktérych krzywa
rozkladu ma punkty przegiia. Polagenia tych punktow s symetryczne wzghem potgenia maksimum
krzywej rozktadu, a ich warégi wynosz odpowiednio: n-ci n+o.

Wykonupc natomiast catkowanie funkcji rozktadu Gaussa anggach od n-o do n +o0, mazemy
wykaza, ze odchylenie standardowe okl® szeroké¢ przedziatu (<n - o, n+0o >), w ktérym z
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prawdopodobigstwem P = 0,683 znajduje ¢sidowolna warté¢ zmiennej losowej. Przykiad rozkias
normalnego o parametragi= 5 orazo = 2 pokazano na rys. 18.4.
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Miedzy parametrami rozkladu normalnego a dwumianowegstepuja sciste relacje okrdone
wyrazeniami:
n=pN, oc=4,/Npq. (18.3)

Dla omawianego tu przypadku deski Galtona, dladjtpr= q = 1/2, otrzymujem n = N/2 orazo = (N/4)"?,

przy czym N jest liczliprowkow deski Galtor (N = 17 na rys. 18.2).

Mozliwos¢ wykorzystania rozktadu Gaussa do obliczenia wartgrawdopodobigstwa P(n) w
konkretnym zastosowaniu wymaga znajéoiovartasci przyblizonych, czyli estymat zmiennej losown i
odchylenia standardowegp — w praktyce wartéci te obliczamy z préby. Wykomag pomiary ruchu seriv
kulek na desce Galtona, veany obliczy estymaty z nagpujacych wyraen:
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n, :van , 0, :[21%1&] :[z%} (18.4)
n=. n=1

1V =1

Znaczenie symboli w wggeniach 18.4) zostanie wyj@mione w punkcie 1.3, gdzie opisano zasagrzebiec
pomiaru.

18.2. Zadania

18.2.1. Wyznaczy eksperymentalne wasci prawdopodobigstwa wpadricia kulki do I-tego rowka dla serii
v = 100, 200, 300 kulek.

18.2.2. Wyznaczy prawdopodobigstwo P(n) wpadrcia kulki do r-tego rowka na podstawie rozkia

normalnego (wz. (18.4)) da= 300 kulek

18.2.3. Wykresli¢ otrzymane w déwiadczeniu rozktady dla catkowitej licztv = 100, 200, 300 kulek. Na te

sam wykres nan#é rozktad Gaussa dv = 300 kulek, wyliczony w pkt. 18.2.2.

18.2.4. Obliczy¢ wzgledng liczbe kulek, ktére znalazty siw rowkach deski zawartych w przedziin + o dla

catkowitej liczby 300 kulek.



18.3. Zasada i przebieg pomiaru

18.3.1. Przed przyspieniem do pomiaréw natg przechylé desk i przesypa wszystkie kulki do lejka
zsypowego. Nagpnie spuszczamy pierwgzere 100 kulek, kolejno jedna po drugiej. Zliczamy kulk
poszczegoblnych rowkach, a wyniki zapisujemy w tatdwtarzamy cykl pomiaréw dla nagthych serii po 100
kulek kazda, zwikszapc w ten sposéb catkowitliczbe kulek do 200 w drugim i 300 w trzecim pomiarze.
Wyniki zapisujemy w odpowiednich wierszach tab@ill

Tabela18.1

Wyniki pomiaréw

v n 11234 |5|6]|..]..|N=23
Vn

100 )
Vn

200 Poo()

Vn
300 Pexp(N)
P(n)

W tabeli 18.1 zastosowano ngmijace oznaczeniaz — catkowita liczba kulek w kolejnym pomiarze
(100, 200, 300)y, — liczba kulek w n-tym rowku (n =1, 2, 3, ....NJdzZe N = 23 jest catkowgtliczba rowkoéw
deski Galtona. Korzysta z zalenosci: Ry (N) =V, v, dla trzech serii pomiaréw obliczamyéidadczalne
prawdopodobigstwa wpadnijcia kulki do n-tego rowka. Wyniki zapisujemy w odgiednim wierszu tabeli.
18.3.2. Bazujc na danych zawartych w tabeli dla catkowitej ligzlb = 300 kulek, obliczamy estymaty
wartaici sredniej n i odchylenia standardowega@e wzoréw (18.4), przy czym ze wzdl na dua wartgé v,
mozemy pomin¢é 1 wwyrazeniu na estymat odchylenia standardowego. Ngstie obliczamy
prawdopodobigstwo P(n) wpadrcia kulki do n-tego rowka ze wzoru na rozktad ndmga(wz. (18.2)),
przystosowany dla dyskretnej zmiennej losowej n

P(n) = I¢ (ndn = ¢(n) CANn, gdzieAn = 1. (18.5)

Wyniki zapisujemy w ostatnim wierszu tabeli 18.1.

18.3.3. Sporadzi¢c wykres stupkowy (taki jak na rys. 18.4) rozktachrmalnego dla trzech serii pomiaréw
100, 200, 300), wykorzystag wartGci Pey, (n) zawarte w tabeli. Na ten sam wykres n&njunkty wyliczone
ze wzoru na rozklad Gaussaodpowiednie wart@i P(n) zawarte s w ostatnim wierszu tabeli. Obliczy
wzgledna liczbe kulek, ktére znalazly siw rowkach deski Galtona, w przedziale + ¢ i poréwna wynik z
teoretyczn wartcicia prawdopodobigstwa znalezienia @i kulek w rowkach z tego samego przedzialu,
wynikajaca z rozkltadu Gaussa (P = 0,683, wz. (18), st

18.4. Ocena niepewnosci pomiarow

Deska Galtona jest swego rodzaju analogiem pagyrpomiarowego, ktérego najmniejsza dziatka jest
szerokdcia rowka, rown dokladnie odlegtéci migdzy srodkami kotkow w kadym rzdzie. Ruch kulki jest
symulacyi procesu pomiaru, a wynik pomiaru to wdttazmiennej losowej n (numer rowka, do ktérego
ostatecznie trafi kulka). Zatem odchylenie standeselo jest miag niepewndci pojedynczego pomiaru (kulka
doznaje zawsze elementarnego poziomego przemiesacpe zderzeniu z kotkierr w pomiarze zawsze
wystepuja niepewndci przypadkowe). Odchylenie standardowew teorii bkdu nazywa si bledem srednim
kwadratowym pojedynczego pomiaru (szersza dyskegja zagadnienia znajduje sv pkt. 4— Wskp).

Nalezy pamkta¢, ze zmienna losowa n przyjmuje waitd dyskretne, zatem estymaty zmiennej losowej n i
odchylenia standardowegosa liczbami catkowitymi!

Wyniki obliczer wartasci prawdopodobigstw R..4n) i P(n) poda z doktadnécia do trzech cyfr
znacacych.
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