Cwiczenie 19

WYZNACZANIE PRZYSPIESZENIA ZIEMSKIEGO
ZA POMOCA WAHADLA PROSTEGO

19.1. Wiadomosci ogéine

Na kade cialo umieszczone w pohli Ziemi dziata, zgodnie z niutonowskim prawem gtawiji, sita
powszechnego gienia, powoduyjc ruch przyspieszony ciata w kierunku Ziemi (spadekobodny) z
przyspieszeniem g olflenym wyrazeniem

=M (19.1)

Jest to wektorowa wielké fizyczna charakteryzaga pole grawitacyjne, czyli pewien obszar
przestrzeni wokot masy MeHacej zrédtem pola (np. Ziemia), zwana przyspieszenienvigaayjnym. Jeeli w
takim obszarze uméeimy inma mag m, to — zgodnie z prawem powszechnegazenia — warta¢ sity
wzajemnego oddziatywania jest rowna

_ Mm
F,=G et (19.2)
gdzie G = (6,673 0,003)10** m® / kgCE¥* — uniwersalna stata przyrody, zwanasgrawitacji, liczbowo réwna
sile grawitaciji, jak dziatah na siebie dwa ciata o jednostkowej masie 1 kglgaz odlegtéci 1 m. Wielkaé r
jest odlegtdcia migdzy srodkami tych ciat przy zaleniu,ze s to masy punktowe lub kule jednorodne.

Parametrem, ktéry jednoznacznie charakteryzuje mwhwitacyjne, jest wektor rgenia pold_{,
zdefiniowany jako stosunek sity grawitads do wart@ci masy punktowej (probnej) m, aqiliczbowo réwny

wartasci sity Eg; dziatapcej na jednostkosvmag punktows umieszczoa w tym polu:

R cMJ_ g M o (19.3)

K=2 :
m r2r (R+h)? r

Znak ,~" wskazujeze wektor nagzenia pola grawitacyjnegg ma zwrot przeciwny do wektora jednostkowego
T/r, tzn. jest skierowany derodka masy M, dacej zrodtem pola. Oznacza teég oddziatywania grawitacyjne
maja charakter oddziatywaprzycagajacych. Ziemg traktujemy jak jednorodpkule o promieniu R, a wielk
h oznacza wysokd potozenia masy m nad powierzchrdiemi.

Przyjmupc, ze na powierzchni Ziemi (h = 0) wastosity powszechnego gienia jest z bardzo dobrym
przyblizeniem rowna eizarowi ciata (Q = mg), memy wyznaczy w dowolnym punkcie na powierzchni Ziemi
wartas¢ przyspieszenia ziemskiego

G MT =mg,
R (19.4)
M
9=Cge =K

Przyspieszenie ziemskie o statej wacioréwnej 9,81 m/5 odpowiadajce punktowi léacemu na 45 stopniu
szerokdci geograficznej, nazywagsprzyspieszeniem normalnym. Takewiporéwnanie wyrzen (19.3) i (19.4)
okresla jednoznacznie sens fizyczny przyspieszenia g@gsawjnego — jest to wektor nrgenia pola

grawitacyjnego w dowolnym punkcie tego poﬁis( R).
Jednym z najprostszym sposoboéw wyznaczania pregyspnia ziemskiego jest pomiar okresu wiaha

wahadfa matematycznego. Wahadtem matematycznynwaazy punkt materialny zawieszony na niekiaj i
nierozcagliwej nici. Dobrym przyblieniem wahadta matematycznego jest wahadto prasgt,niewielkie ciato



(np. kulka 0 masie m) zawieszone na nici o déegh przy czym wymiary liniowe kulki s mate w poréwnaniu
z dlugdcia nici (rys. 19.1).

Rozpatrzmy ruch wahadta prostego pokazanego na

rysunku. Po wychyleniu masy punktowej A z pahoia
rownowagi, sié cigzkosci mozemy roziey¢ na dwie sily
skladowe: Q@ napinajca ni¢ oraz Q styczm do toru,
wymuszagca ruch okresowy wahadfa wokét punktu réwnowagi
0.

Opis ruchu wahadta, niezalde od tego czy jest to wahadio
proste czy fizyczne otrzymujemy z Il zasady dynarkwtona
dla ruchu obrotowego bryly sztywne;j

gdzie:e = dfa/d®  — przyspieszenieskowe,
M = mgl sioa — moment sity aizkosci wzgledem punktu
zawieszenia,
| = rl-jest momentem bezwladéw masy punktowej A réwnie
wzgledem punktu zawieszenia.

Podstawiajc powyzsze oznaczenia do (19.5), otrzymujemy roéwnanie upgis ruch drgaicy
dowolnego wahadta przy dowolnymdie wychylenia
2
diz:—gsinq . (196)
dt I
Znak ,~" oznaczaze wektor momentu sity zwrotnejd@na zawsze zwrot przeciwny do wektora przyspieseeni
katowego.
Zaktadagc mate wychylenie, tzn. takiee a = sina = x/I, co oznacza réwnigze diugdc¢ tuku s jest w
przyblizeniu rowna wychyleniu (s x), otrzymujemy raniczkowe réwnanie liniowe w postaci

2
?mgxzo; =3 (19.7)

gdziew, jest czstascia (pulsacy) drgar wlkasnych wahadfa prostego.
Jest to réwnanie ruchu drgeggo harmonicznego, ktérego rozmaniem jest funkcja w postaci: x(t) =
Xo Sin (y t + ¢), a okres drgaT, mazemy wyznacz§ z zalgnosci

T, :Ezzn\F. (19.8)
Wy g

Ze wzoru tego wynikaze okres wah@a wahadta prostego zale od ditugdci nici | i od lokalnej wartéci
przyspieszenia ziemskiego g, nie zglea od masy punktu A. Ponadto, przy malyclidch wychylenia, okres
To nie zaley tez od amplitudy ¥ (izochronizm). Przeksztateg wzér (19.8) otrzymujemy wyzanie, z ktérego
mozna wyznaczg lokalna wartas¢ przyspieszenia ziemskiego, zmapkres waha T, przy ustalonej diugai
wahadta :

g= AT (19.9)

I
I
Ruch dowolnego wahadta, zarébwno prostego, jakyicinego, jest harmoniczny jedynie dla matych
wychylen, dla ktérych stuszne jest przyminie:a = sina. Dla duych katow wychylenia przyblienie to nie jest
stuszne i do analizy takiego ruchu rigi@ostzy¢ sig petnym réwnaniem (19.6)



2
%#;+9§na:0. (19.10)

Réwnanie (19.10) nie jest réwnaniem liniowym, agegzwiizanie opisuje ruch drggajy, ale nie harmoniczny.
Okres drga takiego ruchu drgagego zalgy od kata wychylenia i ma d@& ztozom posta

T(a) = 211\/%2[}2 Binzn(%j :
T(a) = T0[1+ (%)2 sinz(%] + (%)2 sin‘{%) + ( ;g‘if sin‘{%) + } .

Wyprowadzenie tego wyzania czytelnik mge znalé¢ w podrczniku [3]. Wprowadzajc upraszczape
oznaczenia kolejnych cztondéw rozwgnia wyrazenia (19.11)

ool oG R ()

otrzymujemy wygodniejsgw obliczeniach postatego réwnania

T@) =T[1+A+B+C+.] (19.12)

(19.11)

To jest okresem walia wahadta prostego, wyznaczonym przy jak najmniefszkacie wychylenia i z
maksymala w warunkachéwiczenia doktadnécia, natomiast warti trzech pierwszych wspotczynnikdw
rozwiniecia w zalenosci od kata wychylenia zawarteaswv tabeli 19.1.

Tabela19.1

Poprawki wystpujace w rozwingciu wzoru (19.12)

a a/2 A B C
15 - - -

6 3,0 - - -
4,5 0,0015 - -

12 6,0 0,0027 - -
15 7,5 0,0043 - —
20 | 10,0 0,0075 - -
30 | 15,0 0,0167 - -
40 | 20,0 0,0292 0,0019 -
50 | 25,0 0,0446 0,0045 -
60 | 30,0 0,0625 0,0088 0,0015
70 | 35,0 0,0822 0,0152 0,0035
80 | 40,0 0,1032 0,0240 0,0069
90 | 45,0 0,1250 0,0352 0,0122

Wz6r (19.9) pozwala wyznacéyrzyspieszenie ziemskie z pomiaru okresu widhadtugasci wahadta
I. Pomiar dlugéci wahadta prostego jest @oniewygodny i zazwyczaj obarczony znagzmepewndcia.
Mozemy omiré te trudnaé, stosugc metod réznicowa pomiaru, tzn. dokonag pomiaru okreséw walka
wahadta przy ustalonej zbicy dtugaci wahadta. W metodzie zdicowej przyspieszenie ziemskie wyznaczamy
ze wzoru

g=_Am ' (19.13)



gdzie: x=1lp— I, a To i T; — wartégci okreséw przy dwoch dlugoiach nici wahadta riacych s¢ o x i
wyznaczonych przy tym samym, patkowym kacie wychylenian,, ktérego warté¢ okreslamy z pomiaréw w
punkcie 2.3.1. Przyjmujemyg T, jest okresem walfigprzy mazliwie najkrétszej (lub najdiszej) w warunkach
¢wiczenia dtugéci nici .

2.2. Zadania

19.2.1. Zbada zaleznosé okresu wahaod kata wychylenia wahadta.
19.2.2. Zbada zaleinos¢ okresu wahaod diuggci wahadta.
19.2.3. Wyznaczy przyspieszenie grawitacyjne.

19.3. Zasada i przebieg pomiaréw

Cwiczenie wykonujemy za pomgaestawu pomiarowego pokazanego na rys. 19.2. Al siéstawu
wchodzi wahadio proste (W) o zmiennej diégjonici, przesuwna skala wraz zatkmierzem (K) oraz
elektromagnetyczny mechanizm spustowy (EM).

19.3.1. Pomiar zaleznosci okresu wahan
od kata wychylenia

Ustalamy maliwie najkrétsz dlugas¢ nici i odchylamy
wahadlo o  ustalony & aq, blokujpc ~ wychylenie
elektromagnetycznym mechanizmem spustowym, ktorgewaia
réwnoczesny start wahadta i sekundomierza, azetaktatdc¢
ptaszczyzny waha Mierzymy czas n pelnych wahit; (np. 20+
40), zapisujc wartag¢ kata wychylenia pocztkowa (o) i koncowa
(ap). Okres waha wahadta Torazsredni wartas¢ kata wychylenia
a; wyliczamy ze wzoréw

T =4 a =%0t% (1914
n 2
Pomiary powtarzamy dla pagkowych wartdci kata wychylenia z
zakresu od zera do B0przy czym dla malych dtdéw wartgci
zmieniamy co 2 lub 3 stopnie, zkszajc stopniowo przedziat do
10 stopni w zakresie dych katow. Wyniki pomiar6w przedstawi
na wykresie zalmosci okresu waha od sredniego kta wychylenia:
T; = f(a;), z zaznaczeniem oszacowanych w trakcie pomiar@epemnndci. Nanig¢ na ten sam wykres
teoretyczn zaleznos¢ okresu wah@éa T wahadta od &a wychylenia okrdona wzorem (19.12), wykorzystag
odpowiednie poprawki z tab. 19.1 w taki sposéb, zdgyewnd taky samy doktadndé w miar wzrostu wartéci
kata wychylenia (tzn. uwzgtiniajac kolejne cziony rozwiricia). Wystpujacy we wzorze (19.12) okres waha
To Wyznaczamy przy tej samej, ustalonej wiciej diugaci nici.




19.3.2. Wyznaczanie przyspieszenia grawitacyjnego

Wykorzystugc wyniki pomiarow w pkt. 19.3.1 ustalamy tagtah wartas¢ kata wychylenia wahadta, przy
ktérym ma miejsce izochronizm (okres wakme zaley od kgta wychylenia). Zmieniaf diuga¢ wahadta (np. co
5 +10 cm ) w zakresie okoto 60 cm (uzyskamy w ten 8pamaksymalnie do 10 — 12 punktow pomiarowych),
wyznaczamy okres wahal; wahadta z analogicznego wzoru, jak w pkt. 19.Brzeksztalcag wzoér (19.13) do
postaci

-1 = (19.15)

i oznaczajc: y; =| T — T |, powyzsze wyraenia sprowadzamy do postaci liniowej=ya x, gdzie parametr

prostej a = #f/g, natomiast xjest i-i réznica diugcici wahadta. Korzystag nastpnie ze wzoru (41),

wyznaczamy wspoétczynnik kierunkowy a prostej, wypdku niepetnego rownania liniowego.
Przyspieszenie grawitacyjne wyliczamy ze wzoru

g=£. (19.16)
a
Wyniki pomiar6w oraz oszacowane niepewdcionanosimy na wykres;y= f(x) z réwnoczesnym
Wwrysowaniem” obliczonej funkcji y = a x. Ponadiimiowa zalenosé¢ réznicy kwadratéw okres6wT,? —
T?lod zmiany dlugéci wahadia x jest réwnoczénie potwierdzeniem niezaleoici przyspieszenia
grawitacyjnego g od dtugoi 1 wahadta prostego (pkt 19.2).

19.4. Ocena niepewnosci pomiaréw

Niepewndci pomiarowe w pkt. 19.3.1 szacujemy metagpu B, uwzgédniajac wszystkie maliwe w
¢wiczeniu czynniki, zgodnie ze wzorem (3) — WstOszacowane w ten sposéb niepesgnmaksymalneAT i
Aa, nanosimy na wykres éwiadczalnej zalenosci T; = f(q;).

Niepewnd¢ w wyznaczeniu przyspieszenia ziemskiego (pkt 29.8vynika z metody najmniejszych
kwadratow oraz rownigi niepewndci standardowych wzgtinych: przyspieszenia grawitacyjnego i wspotczyanik
kierunkowego prostej

g =8a=—2 (19.17)

gdzie u(a) jest niepewtoig standardow bezwzgkdm wspoiczynnika kierunkowego prostej y &,aobliczor
z wzoru (42) dla niepetnego rownania prostej. Begtgdma niepewnd¢ standardow przyspieszenia ziemskiego
obliczamy ostatecznie ze wzoru

u(g) = g8y :gGlg—a), (19.18)

gdzie g jest wartia przyspieszenia wyznaczpw pkt. 19.3.2.
Wynik koncowy pomiaru przyspieszenia ziemskiego podajeseyrtie z niepewrieia standardow
bezwzgédna i wzgledna, zgodnie z zasadami opisanymi we Yp&t.
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