Cwiczenie 22

WYZNACZANIE MODULU SZTYWNOSCI
METODA DYNAMICZNA GAUSSA

22.1. Wiadomosci ogdlne

Pod wplywem sit zewgirznych ciata state ulegapdksztatceniom tzn. zmienigj
swoje wymiary oraz ksztak. deli po usurgciu sit zewrtrznych ciato wraca do pierwotnej
postaci, to odksztalcenie nazywamyeggstym. Wielka¢ sity przypadajcej na jednostk
powierzchni odksztalcanego ciata jest miavywotanych 4 sila napezen. Napekzenia
wywotane si4 dziatapca prostopadle do powierzchni {F nosz nazw napezen
normalnych:o = F/S. Sita dzialajca stycznie do powierzchni odksztalcanego ciafgjébt
zrédtem napgzen stycznycht = R/S.

Sity zewretrzne, powodujce spezyste odksztatcenie ciat, wywotujw ich
wnetrzu sity reakcji, rowne co do wadd sitom zewwrtrznym, ktére s zrodtem
wewretrznych napgzen sprzystych dizacych do przywrdcenia odksztatlcanym ciatom ich
pierwotnej postaci. Naptenia wewrtrzne wywotane odksztalceniami spystymi s
proporcjonalne do wzglinego odksztatcenia:

o0=Kg, (22.1)

gdzie:o - napezenie wewgtrzne (normalne lub styczne),
€ = Ax/x — wzgkdne odksztalcenie, réwne stosunkowi odksztatceamviagednegoAx do
pocatkowej wartdgci wielkosci x charakteryzujcej wymiary lub ksztatt ciata,
K — modut spgzystasci, réwny napezeniu powstajcemu podczas wzglnego
odksztatcenia rownego jedsm, zaleny od rodzaju odksztalcenia.

Réwnanie (22.1) stanowi ogalnpost& prawa Hooke'a, ktérego szczegétowa
post& zalezy od rodzaju odksztatcenia.

Zmiana dtugéci Al sprezystego peta o diugdéci pocatkowej |y, polu przekroju
poprzecznego S, rozgjianego lul¥ciskanego sit F
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gdzie:o = F/S — napgzenie normalne,
E - modut Younga.

Wywotane tym odksztatlceniem napenia wewrtrzne

o= Eal‘—”, (22.3)
0

sa proporcjonalne do wzglinego odksztatceniagiae = Alll o



o=Ee (22.4)

co jest zgodne z ogd@irpostaci prawa Hooke’a (22.1).

B B c ¢ R
= T >
I \
I \
I -
I | a
I \
=l \
I \
I \
I \
I \
D

A

Rys. 22.1

Zmiana ksztaltu (odksztalcenie postaci), bez zpniasbjetosci, wystpuje
najczsciej podczas skcania drutéw lub mttédw wokot ich osi. Wize sk to z tzw.
odksztalceniem przeswcia prostego sginaniem), ktéremu podlegaj poszczeg6ine
fragmenty odksztalcanegogpa.

Rozwamy fragment odksztalcanegog w formie elementarnej sggennej
kostki o boku |, do ktérej przylmno sik F styczr do jednej zescian (rys. 22.1). Pod
wptywem tej sity zmienia gi ksztalt kostki bez zmiany jej aftpsci. Powierzchnia BC
przesuwa si na odlegté¢ BB’, czemu odpowiada sécenie powierzchni AB i CD o a.
Dla matych odksztatagekat ten jest miay wzglednego odksztatcenia kostki

BB'

€ thgaza, (22.5)

bedacegozrodtem stycznych napien wewretrznych

_R
T=1 (22.6)

gdzie:S - powierzchnidciany, wzdhik ktdrej dziata sita F

Zgodnie z prawem Hooke'a (22.1), nej@nia te g proporcjonalne do wzegtinego
odksztatcenia
1=Ga, (22.7)

gdzie:G - modut sztywnéci materiatu, réwny liczbowo nagreniu stycznemuTt, ktére
spowodowatoby jednostkowe odksztatcenie wdge.

Catkowite odksztatcenie ga skeconego przytleonym do jego kdca momentem
M sit skrecajacych K jest sum odksztatcé jego elementarnych fragmentow.

Rozwamy prt o diugdci | i kotowym przekroju poprzecznym o promieniu r,
sztywno zamocowany na gornymronl, ktéremu do dolnego koa przytl@ono skecajacy
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wiec z (22.9) i (22.10):

dF:ZT[G$x2dx,

a moment sit skicajacych dam warstwe

moment sit M (rys. 22.2). Dla znalezienia zzku
miedzy modutem sztywrigi G materiatu pgta i

moment M sit skecajacych, podzielmy mt na
wspokrodkowe warstwy w formie rurek o
promieniu x i grubéci scianek dx. Na podstaw
kazdej rurki, czyli na piefcien o promieniu X i
szerokdci dx, a wic o powierzchni dS =1&dx,
dziatla- pochodzca od momentu skcajcego M

- sita dF, styczna do obwodu rurki, wywaici
napezenia styczne

1_:d_F= dF
dS  2mx [dx

(22.8)

Pod wplywem tych napzen
poszczegolne warstwy ulegnodksztatceniom
prowadzacym do obrotu ich podstawy atkp, co
odpowiada skiceniu pobocznicy odt a. Katy te
beda rézne dla warstw polmnych w ré&nych
odlegtaciach x od osi pita.

Zgodnie z prawem Hooke'a (22.7)
mozemy napiséadla danej warstwy

_ dF
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=Ga. (22.9)

Poniewa, dla matych ktow
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(22.10)

(22.11)

dM = xdF= 2nG$ x3dx.

(22.12)

Calkowity moment sit skrcajacych pet jest sum momentéw sit skgcajacych

poszczegoblne warstwy
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Skrecenie spgzyste peta o kat ¢ spowodowane dzialaniem momentu sit
zewretrznych M wywotato w jego wetrzu powstanie sit speystasci, ktérych wypadkowy
moment



Ms=-M (22.14)

stara sj przywroct odksztalconemu ptowi jego pierwotn post&. Oznaczajc w
réwnaniu (22.13):

4
”C;r -D (22.15)

i podstawiagc do (22.14), mzemy stwierdzi, ze moment sit sggystosci wywotany
skreceniem spgzystego peta o kit ¢ jest proporcjonalny do tegata

Ms=-D¢ . (22.16)

Z zaleznosci (22.16) wynika meliwo$¢ wyznaczenia modutu sztywfm G metod
dynamiczm Gaussa, opartna pomiarze okresu wahd wahadta torsyjnego, czyli bryty
symetrycznej o momencie bezwiadool, zwanej wibratorem, zawieszonej na badanym
precie. Obracajc wibrator, powodujemy skcenie badanego ¢a o lat ¢, co wywota w
jego wretrzu powstanie sit sprystaici 0 momencie skicajacym Ms, ktory dziatajc na
wibrator o momencie bezwtad§e |, wprowadzi go w ruch drgagy.

Zgodnie z 1l zasagddynamiki ruchu obrotowego

d%¢
Mg=l—-, 22.17
S dt2 ( )
gdzie: dp/df® - przyspieszeniegdtowe.
Biorac pod uwag (22.16), ruch wibratora niemy opiséa réwnaniem
d D
—r=—"9, 22.18
pre ¢ ( )

co jest rownaniem ruchu drgaggo o okresie drga
I
T=2m|—, 22.19
Tt‘/ 5 ( )

Mozna wkc, mierac okres drga skretnych wibratora o momencie bezwitadob I,
zawieszonego na badanymegie, na podstawie (22.19) i (22.15), wyznacayodut
sztywndci materiatu, z ktérego wykonany jestpr

gdzie:D — moment kierujcy.

22.2. Zadania

22.2.1. Zmierzyé diugasci | dwéch drutéw.

22.2.2. Zmierzyé sruba mikrometrycza srednice obu drutéw i obliczyich promienie r.
22.2.3. Zapis& masy i srednice obu pidcieni obcizajacych wibrator. Obliczy
promienie: wewstrzny (R) i zewretrzny (R,).



22.2.4. Znalexé okresy drga skretnych T, wibratoréw nieobeizonych.

22.2.5. Znalexé okresy drga skretnych T wibratoréw obaizonych.

22.2.6. Obliczy¢ moduly sztywnéci obu badanych utéw oraz niepewnai ich
pomiaréw.

22.3. Zasada i przebieg pomiaréw

Dla wyznaczenia modutu sztywfm G badanego drutu metp
dynamiczm Gaussa, mierzymy okres dfgakrtnych T, zawieszoneg
na drucie wibratora nieokgionego (rys22.3) o nieznanym momenc
bezwtadnéci 1y oraz okres drga skretnych T wibratora obazonego
dodatkowo bryt o ksztaicie pozwalagym na fatwe obliczenie ji
momentu bzwtadndgci I.

Zgodnie z 22.19), okres drgaskretnych wibratora niebciazonego

T, = 2n\/% , (22.20)

a wibratora z dodatkowym ola¢enien

—orflot!
# T=2 5 (22.21)

Rys. 22.3 Podnosac do kwadratu 22.20) i (2221) i odejmujc je stronami ot
siebie, otrzymamy po przeksztatceni

AN

I
D=4 ——, 5.22
co pozwolito na wyeliminowanie nieznanego momentezvitadndci |, wibratora
nieolriagzonego. Jeeli wibrator ciazymy piekcieniem o masie m, promien

wewrktrznym R i zewrgtrznym F,, to jego moment bezwiadém mozemy obliczyg ze
wzoru

| =% m(R? +R3), (22.23)

a podstawiajc (2223) do 22.22) i korzystajc z (22.15)— mozemy wyznacz§y modut
sztywndaci G badanego wtu

2 1 R2
G =an™ i *R2

. 22.24
rf T?2-T¢ ( )



22.4. Ocena niepewnos$ci pomiarow

Niepewnd¢ w wyznaczeniu modutu sztywid G obliczamy jako maksymain
niepewnd¢ systematyczn wielkosci zlozonej, metod rézniczki zupetnej (wzér (9) —
Wstep), w odniesieniu do wzoru (22.23). Odpowiednieicdania prowadz do wyraenia
na wzgedna niepewndé og
Al Ar

+| = |+4|-=|+
| r

‘E = A_m , (22.25)
G m

(R§+R22) AR |+ 2| - AT
(Ri +R3)

0

gdzie: Al, AR, AT, Ar — systematyczne niepewdtd pomiaréw szacowane metptypu B w czasie
wykonywarnpomiaréw, natomiast wzgina niepewndéé w wyznaczeniu
masy poagyjd,=0,01. Niepewn& w wyznaczeniu promieni ob&rzy
Prayi|AR| = 2mm.-

Koncowy postd wyrazenia (22.25) otrzymano przy dodatkowym zahoiu, ze
AT OAT,, a w obliczeniach naty przyja¢ wigksz z tych wartdci.
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