Cwiczenie M15

Modelowanie (symulacja) proceséw
stochastycznych

M15.1. Cel ¢wiczenia

Celem ¢wiczenia jest badanie procesu stochastycznego z wykorzystaniem tzw.
deski Galtona.

M15.2. Zagadnienia zwigzane z tematyka ¢wiczenia

— Pojecie procesu stochastycznego,

— wystepowanie rozktadéw stochastycznych w przyrodzie,

— pojecie prawdopodobienstwa,

— zdarzenia niezalezne,

— twierdzenie o prawdopodobienstwie iloczynu zdarzen niezaleznych,
— rozktad normalny zmiennej losowej,

— rozklad dwumianowy,

— parametry rozkladu normalnego i dwumianowego,

— krzywa Gaussa.
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M15.4. Przebieg éwiczenia i zadania do wykonania

Uktad doswiadczalny

Rysunek [M15.] przedstawia zdjecie ukladu pomiarowego, tzw. deski Galtona.
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Rysunek M15.1. Zdjecie uktadu pomiarowego

Przebieg doswiadczenia

Przed przystapieniem do pomiaréw nalezy przechyli¢ deske i przesypaé wszyst-
kie kulki do lejka zsypowego. Nastepnie badamy rozklad pierwszej serii 100 kulek,
uwalniajac kolejno kulke za kulka. Zliczamy kulki w poszczegblnych przegrodkach
(rowkach) deski, a wyniki zapisujemy w tabeli sporzadzonej wedlug wzoru (tabe-
la [M15.4). Powtarzamy cykl pomiaréw dla nastepnych serii po 100 kulek kazda,
zwiekszajac w ten sposéb catkowita liczbe kulek do 200 w drugim i 300 w trzecim
pomiarze. Wyniki zapisujemy w odpowiednich wierszach tabeli. W przedstawionej
tabeli v jest catkowita liczba kulek w kolejnym pomiarze (100, 200, 300), v, liczba
kulek w n-tym rowku (n = 1,2,3,...,N), N = 23 jest calkowita liczba rowkéw
deski Galtona.
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Tabela M15.1. Wzdr tabelki pomiarowe;j

Zadania do wykonania

M15.1. Wyznaczy¢ eksperymentalne wartosci prawdopodobienstwa wpadnigcia
kulki do n-tego rowka dla serii v = 100, 200, 300 kulek.

M15.2. Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo P (n) wpadniecia kulki do n-tego rowka
na podstawie rozktadu normalnego dla v = 300 kulek.

M15.3. Wykresli¢ otrzymane w doswiadczeniu rozktady dla catkowitej liczby v =
100, 200, 300 kulek. Na ten sam wykres nanies¢ rozkltad Gaussa dla v = 300
kulek, wyliczony w punkcie M15.2.

M15.4. Obliczyé¢ wzgledna liczbe kulek, ktoére znalazty sie w rowkach deski za-
wartych w przedziale n & o dla catkowitej liczby 300 kulek.

Uzupelnienie do zadania M15.1

Korzystajac z zaleznosci:

Paxp(n) = ”7” (M15.1)

dla trzech serii pomiaréw obliczamy doswiadczalne prawdopodobienstwa wpad-
niecia kulki do n-tego rowka.

Uzupetnienie do zadania M15.2

Obliczamy estymaty zmiennej losowej 7 i odchylenia standardowego o rozkla-
du Gaussa:

1
My, = i% o, = ii(n_ﬁy)%n 2 (M15.2)
v bl v — Ij—l . .
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Nastepnie wyznaczamy gesto$é prawdopodobienstwa rozktadu normalnego na
podstawie wzoru:

1 (n —n)?
= —_——. M15.3

p(n) = ——exp [ 572 ( )
Korzystajac z wyznaczonych wielkosci, obliczamy prawdopodobienstwo P(n) wpad-
niecia kulki do n-tego rowka:

P(n) = /n o(n)dn = p(n) - An, (M15.4)
gdzie An = 1.

Uzupelnienie do zadania M15.3

Sporzadzi¢ wykres stupkowy rozktadu normalnego dla trzech serii pomiaréw
(n = 100,200, 300), wykorzystujac wartosci P.,,(n) zawarte w tabeli. Na ten
sam wykres nanie$¢ punkty wyliczone ze wzoru na rozklad Gaussa —
odpowiednie wartosci P(n) zawarte sa w ostatnim wierszu tabeli.

Uzupelnienie do zadania M15.4

Obliczy¢ wzgledna liczbe kulek, ktére znalazty sie w rowkach deski Galtona, w
przedziale i + o 1 poréwnaé¢ wynik z teoretyczng warto$cia prawdopodobienstwa
znalezienia sie kulek w rowkach z tego samego przedziatu, wynikajaca z rozktadu
Gaussa.

M15.5. Rachunek niepewnosci

Deska Galtona jest swego rodzaju analogiem przyrzadu pomiarowego, ktorego
najmniejsza dziatka jest szerokoscia rowka, rowna doktadnie odleglo$ci miedzy
srodkami kotkéw w kazdym rzedzie. Ruch kulki jest symulacja procesu pomia-
ru, a wynik pomiaru to warto$¢ zmiennej losowej n (numer rowka, do ktérego
ostatecznie trafi kulka). Zatem odchylenie standardowe o jest miara niepewno-
Sci pojedynczego pomiaru (kulka doznaje zawsze elementarnego poziomego prze-
mieszczenia po zderzeniu z kotkiem — w pomiarze zawsze wystepuja niepewnosci
przypadkowe). Odchylenie standardowe o w teorii bledu nazywa sie bledem $red-
nim kwadratowym pojedynczego pomiaru. Nalezy pamietaé, ze zmienna losowa
n przyjmuje wartosci dyskretne, zatem estymaty zmiennej losowej n i odchylenia
standardowego o sg liczbami catkowitymi! Wyniki obliczen wartoéci prawdopo-
dobienstw Pezp(n) i P(n) podaé z doktadnoscig do trzech cyfr znaczacych.



