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Tematyka moich bada« dotyczy problemu istnienia i krotno±ci rozwi¡za« w ukªadach
Hamiltonowskich drugiego rz¦du, w szczególno±ci w ukªadach z prawie okresowym poten-
cjaªem i punktami osobliwymi typu Gordona.

Centralnym problemem, jaki rozpatruj¦ w pracy doktorskiej, jest istnienie rozwi¡za«
homoklinicznych dla ukªadu Newtonowskiego w R3,

q̈(t) + a(t)∇W (q(t)) = 0, (SF)

gdzie funkcja a(t) oraz potencjaª W (q) speªniaj¡ nast¦puj¡ce zaªo»enia:

(a1) a : R→ R jest ci¡gª¡ funkcj¡ prawie okresow¡ tak¡, »e a(t) ≥ a0 > 0 dla t ∈ R.

(H1) Istnieje prosta l taka, »e l ∩ {0} = ∅, W ∈ C2(R3 \ l,R) oraz l skªada si¦ z punktów
osobliwych potencjaªu W , tzn. limx→l W (x) = −∞.

(H2) W : R3 \ l → R speªnia warunek Gordona w otoczeniu prostej l, tzn. istniej¡ oto-
czenie N ⊂ R3 prostej l oraz funkcja U ∈ C2(N \ l,R) takie, »e |U(x)| → ∞, gdy
x→ l i

|∇U(x)|2 ≤ −W (x) dla x ∈ N \ l.

(H3) W (x) < W (0) = 0 dla x 6= 0 oraz W ′′(0) jest ujemnie okre±lona.

(H4) Istnieje staªa W0 < 0 taka, »e lim sup|x|→∞W (x) ≤ W0.

W moich badaniach stosuj¦ metody wariacyjne (rozwi¡zania otrzymuj¦ jako punkty
krytyczne funkcjonaªu dziaªania okre±lonego na odpowiednio dobranej przestrzeni Sobo-
lewa) i metody topologiczne (stopie« topologiczny - winding number).

Rozprawa doktorska podzielona zostaªa na trzy rozdziaªy. Pierwszy z nich zapoznaje
Czytelnika z poj¦ciem funkcji prawie okresowej. Wi¦ksza jego cz¦±¢ po±wi¦cona jest funk-
cjom prawie okresowym w sensie Bohra. To najwa»niejsza klasa z naszego punktu widze-
nia, poniewa» funkcja a(t) w ukªadzie (SF) jest prawie okresowa w sensie Bohra.

W Rozdziale 2. udowodniªem gªówne twierdzenie rozprawy doktorskiej - Twierdzenie
2.9, które mówi, »e ukªad (SF) posiada przynajmniej dwa rozwi¡zania homokliniczne: Q+,
Q− nawijaj¡ce si¦ dookoªa prostej l odpowiednio z dodatni¡ i ujemn¡ rotacj¡. Rezultat
ten ukazaª si¦ w pracy [Kra2]. Poszerza on nasz¡ wiedz¦ dotycz¡c¡ ukªadów typu �strong-
force� m.in. z artykuªów: W.B. Gordona, P.H. Rabinowitza, P. Caldiroliego, L. Jeanjeana
i M. Nolasca oraz M. Izydorka, J. Janczewskiej i J. Maksymiuka.



Ze wzgl¦du na wygod¦ Czytelnika dowód Twierdzenia 2.9 podzieliªem na cztery etapy, z
których ka»dy skªada si¦ z serii lematów, stwierdze« i pomocniczych twierdze«. Niektóre z
nich same w sobie s¡ ciekawe i wa»ne. Na szczególn¡ uwag¦ zasªuguje Lemat 2.32 - Lemat
Reprezentacyjny charakteryzuj¡cy ci¡gi Palais-Smale'a funkcjonaªu dziaªania. Lematy
o takiej samej tezie przy innych zaªo»eniach na potencjaª Newtonowski znajduj¡ si¦ w
pracach np. V. Coti-Zelatiego i P.H. Rabinowitza oraz E. Serry, M. Taralla i S. Terracini.

W Rozdziale 3. udowodniªem Twierdzenie 3.3 o schemacie aproksymacyjnym dla
zaburzonego ukªadu Newtonowskiego

q̈(t) +∇qV (t, q(t)) = f(t), (NS)

gdzie t ∈ R, q ∈ Rn oraz speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

(C2) Zaburzenie f : R → Rn jest nietrywialne, ograniczone, ci¡gªe i caªkowalne z kwa-
dratem.

(C3) V jest klasy C1 oraz ∇qV jest ograniczony wzgl¦dem zmiennej t, tj.:

∀M>0∃K>0∀t∈R∀q∈Rn |q| ≤M ⇒ |∇qV (t, q)| ≤ K.

Z ukªadem (NS) stowarzyszam ci¡g 2k-okresowych problemów brzegowych{
q̈(t) +∇qVk(t, q(t)) = fk(t),
q(−k)− q(k) = q̇(−k)− q̇(k) = 0,

(NSk)

gdzie dla ka»dego k ∈ N, fk : R→ Rn jest 2k-okresowym przedªu»eniem na prost¡ funkcji
f |[−k,k) oraz Vk : R × Rn → R jest 2k-okresowym przedªu»eniem V : [−k, k) × Rn → R
na R × Rn. Pokazaªem, »e je»eli dla ka»dego k ∈ N problem (NSk) posiada rozwi¡zanie
okresowe qk i ci¡g norm {‖qk‖W 1,2

2k (R,Rn)}∞k=1 jest ograniczony, to z ci¡gu {qk}∞k=1 mo»emy

wybra¢ podci¡g zbie»ny w C2
loc(R,Rn) do rozwi¡zania prawie homoklinicznego ukªadu

(NS). Wynik ten ukazaª si¦ w [Kra1]. Jest to uogólnienie schematu aproksymacyjnego
J. Janczewkiej, która uzyskaªa analogiczny rezultat, z tym, »e zamiast ograniczono±ci
∇qV (t, q) zakªadaªa okresowo±¢ potencjaªu V wzgl¦dem zmiennej t.

Nast¦pnie stosuj¡c schemat aproksymacyjny uzyskaªem Twierdzenie 3.7 o istnieniu
rozwi¡zania prawie homoklinicznego dla ukªadu Newtonowskiego w Rn,

q̈(t)−∇qV (t, q(t)) = f(t),

gdzie t ∈ R, a V : R×Rn → R oraz f : R→ Rn speªniaj¡ zaªo»enia (C2) i (C3). Ponadto,

(C4) V (t, q) ≥ b(t)|q|2 dla ka»dego t ∈ R oraz q ∈ Rn, gdzie b : R → (0,∞) jest funkcj¡
ci¡gª¡, która osi¡ga minimum na R,

(C5) V (t, 0) = 0 dla ka»dego t ∈ R.

Obszerniejsze streszczenie mojej rozprawy doktorskiej, gdzie poza moimi wynikami od-
nosz¦ si¦ równie» do wcze±niejszej literatury dotycz¡cej ukªadów Newtonowskich, stanowi
Wst¦p.
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