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Celem rozprawy jest udowodnienie dwéch twierdzen dotyczacych réwnan rézniczkowych
czastkowych typu eliptycznego. Pierwsze mowi o regularnodci stabych rozwiazan pewnej klasy
rownan eliptyceznych z operatorem anizotropowym. Drugie mowi o istnieniu heteroklinicznych
rozwigzan problemu typu Allena-Cahna z takim operatoren.

Eliptyczne réwnanie typu Allena-Cahna

—Au(z) + F (z,u(x)) =0, xeR"

opisuje zjawiska przejsé fazowych oraz dyfuzji. Ten typ rownania jest wyrézniony przez postac
potencjalu. Zaklada sie, ze nieujemna funkcja F'(r, -) ma co najmuiej dwa miejsca zerowe bedace
minimami oraz dodatkowo jest okresowa wzgledem z. Typowym przyktadem takiej funkeji jest
F(u) = u*(u —1)%

W literaturze rozwaza sie rézne typy rozwigzan tego réwnania. W tej rozprawie zostalo
wvkazane istnienie rozwigzan spetniajacych nastepujace warunki:

u(r + ke;)) =u(r) dla 1 <i<n, .r;lh}}oo wz)=0 1 ;L_lliﬁl}gm u(z) =1,

czvli okresowych w n — 1 ostatnich wspotrzednych i heteroklinicznych w pierwszej ziiennej @ .
Takic rozwigzania (jak réwniez inne typy rozwiazai) sa rozwazane w wielu znanych artykutach.
jednak w literaturze dotyczacej problemu Allena-Cahna istotnie dominujg operatory ze wzro-
stem kwadratowym. W szczegdlnosei, nie byto znane zadne twierdzenie o istnicniu rozwigzan
heteroklinicznych dla problemu Allena-Cahna z operatorem o wzroscie innym niz kwadratowy.

W rozdziale trzecim rozprawy zostalo wykazane, ze w problemie typu Allena-Cahna kla-
syezny laplasjan moze byé zastgpiony operatorem eliptycznym postaci div(VG(Vu(x))). gdzie
G jest pewna anizotropowa funkcja wypukla. Analogicznie, klasyczne przestrzenie Sobolewa
U,lof zostaly zastgpione anizotropowymi przestrzeniami Orlicza-Sobolewa H',Lf".

Rozwazany problem typu Allena-Cahna ma nastepujaca postac:

div(VG(Vu(@))) + Fu(z, u(z)) = 0, LAk

gdzie I jest takie jak opisano wezesniej, a G spelnia odpowiednie warunki wzrostu i eliptyez-
noScl.



Zastosowanie operatora eliptycznego pochodzacego od anizotropowej funkcji G oraz prze-
strzeni Orlicza-Sobolewa W1 powoduje szereg technicznych trudnosei. Gtéwna jest brak twier-
dzenia o regularnogci stabych rozwigzan dla tak ogdlnych operatoréw. Dotychezas znane twier-
dzenia nie byty mozliwe do zastosowania w rozwazanym problemie. Powstata wi¢e potrzeba
udowodnicnia odpowiedniego twierdzenia o regularnosci stabych rozwigzan. Jest ono sformuto-
wane 1 udowodnione w rozdziale drugim.

Pierwszy z gléwnych wynikéw rozprawy jest nastepujacy:

e Przy odpowiednich zalozeniach na funkcje G oraz F. stabe rozwigzania réwnania (AC)
sa klasy TV, N W2,

Twicrdzenie to jest sformutowane z zalozeniami o wiekszej ogolnosci niz zaltozenia niezbedne
dla twierdzenia o istnieniu rozwigzan heteroklinicznych. W szczegélnosci. nie sa tam wymagane
specvficzne dla problemu Allena-Cahna zalozenia na funkcje F. Dzicki temu samo twierdzenie
o regularnodci jest ciekawym rezultatem dla teorii rownan eliptycznych.

W twierdzeniu o regularnodci zostato zalozone, ze funkcja G ma wzrost wielomianowy.
Nickoniecznie jednak posiada wzrost zwigzany z jedng ustalong potega. Co wigcej. dopuszcezony
jest tez wzrost anizotropowy, tzn. funkcja G moze w istotnie rézny sposob zaleze¢ od wszystkich
pochodnych czgstkowych, a nie tylko od modutu |Dul.

Anizotropowe funkcje wypukle mogg nie by¢ monotoniczne ze wzgledu na modut, tzn. mozli-
we jest, ze G(&1) > G(&) gdy [€1] < |&|. Miedzy innymi z tego powodu bezposrednie stosowanic
funkeji anizotropowych w dowodzie twierdzenia o regularnosci powoduje réznorodne trudnosci
techniczne. To sprawia. ze dowdd tego twierdzenia wymaga specyficznych technik, dostosowa-
nvch do funkeji anizotropowej i jest przez to bardziej skomplikowany niz dowody analogicznych.
znanych wezesniej twierdzen dla funkeji G o wzroécie izotropowym.

Wykazanie twierdzenia o regularnosci stabych rozwiazan pozwolito udowodni¢ drugi gtowny
wynik rozprawy. ktorym jest twierdzenie o istnieniu klasycznych rozwigzan heteroklinicznych

problemu (AC).

e Jodli G spehia odpowiednie warunki wzrostu i eliptycznodcei oraz F' spelnia zalozenia
charakterystyczne dla problemu Allena-Cahna, to réwnanie (AC) posiada klasyczne roz-
wigzania heterokliniczne.

Rozprawa jest podzielona na trzy czesci. W rozdziale pierwszym sa podane potrzebne defi-
nicje i lematy dotyczgce ilorazéw réznicowych i stabych pochodnych. W kolejuym rozdziale jest
sformulowane i udowodnione twierdzenie dotyczace regularnosci stabych rozwiagzan. W rozdzia-
le trzecim jest udowodnione twierdzenie o istnieniu rozwigzan heteroklinicznych rownania typu

Allena-Cahna.
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